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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9 

Παράρτημα – Απλά ολοκληρώματα 

Α.  ΑΟΡΙΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

9.1. Ορισμοί 

Με τον όρο «στοιχειώδεις συναρτήσεις» εννοούμε ένα σύνολο συναρτήσεων που πε-

ριέχει ως στοιχεία: 

1. την συνάρτηση xy = , 

2. την συνάρτηση 0, = aay
x  και ειδικότερα την συνάρτηση x

ey = , 

3. την αντίστροφη αυτής xy alog= , )10(  a  

4. τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις , , ,y x y x y x y x   = = = = , 

5. τις αντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις xy = , xy = ,  

y x= , y x= , 

6. τις υπερβολικές συναρτήσεις 2)(
xx

eeshxy
−

−== , 2)(
xx

eechxy
−

+== , 

)()(
xxxx

eeeethxy
−−

+−== , )()(
xxxx

eeeecothxy
−−

−+== , 

7. τις αντίστροφες υπερβολικές συναρτήσεις ,shxy =  chxy = , 

thxy = , cothxy = , 

8. όλες τις συναρτήσεις που παράγονται με τους πραγματικούς αριθμούς και τις 

παραπάνω συναρτήσεις, με πεπερασμένο πλήθος πράξεων, 

9. τις συναρτήσεις ( )
( )

f x
x e = , ))(()( xfxg = , ))(()( xfshxh =  κ.ο.κ. όπου 

)(xf  είναι μια στοιχειώδης συνάρτηση. Στα επόμενα, οι συναρτήσεις που θα αναφε-

ρόμαστε θα είναι στοιχειώδεις. 

Έστω οι συναρτήσεις )(xF  και )(xf  ορισμένες στο διάστημα ),(  . Θα λέμε 

ότι η )(xF  είναι παράγουσα, ή αρχική, ή αόριστο ολοκλήρωμα της )(xf  στο διά-

στημα ),(  , όταν είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα αυτό τέτοια ώστε 

 )()( xfxF = . 

Για την συνάρτηση )(xF  χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό: = dxxfxF )()( . 
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Το σύμβολο   ονομάζεται σύμβολο της ολοκλήρωσης, η δε συνάρτηση )(xf  κα-

λείται ολοκληρωτέα συνάρτηση.  

Όμως και για τη συνάρτηση RccxF + ,)(  ισχύει επίσης )())(( xfcxF =+ . Επο-

μένως, αν υπάρχει το  dxxf )( , τότε ),(,)()( +=  xcdxxfxF , δηλαδή υπάρ-

χουν άπειρες αρχικές της )(xf  που διαφέρουν κατά σταθερή ποσότητα c. Η ποσότη-

τα αυτή λέγεται αυθαίρετη σταθερή της ολοκλήρωσης. Έτσι, κατά την εύρεση ενός 

ολοκληρώματος που απαιτεί την επίλυση άλλων ολοκληρωμάτων, την αυθαίρετη 

σταθερή c θα την τοποθετούμε στο τέλος της ολοκλήρωσης. 

Η αναζήτηση της αρχικής συνάρτησης κάποιας δοσμένης συνάρτησης )(xf  

λέγεται ολοκλήρωση και είναι πράξη αντίστροφη της διαφόρισης, διότι 

 =−= dxxfcxFddxxfd )())(()(  (διότι: dxxfxfd )())(( = ), και 

  == )()())(( xFdxxfxFd  

δηλ. τα σύμβολα ,d γραμμένα το ένα αμέσως μετά το άλλο αλληλοαναιρούνται. 

Από όσα αναφέραμε παραπάνω, δεν προκύπτει ότι κάθε συνάρτηση έχει αρχι-

κή, δηλ. ότι πάντοτε το σύμβολο  dxxf )(  έχει νόημα. Υπάρχουν και συναρτήσεις 

που δεν μπορούν να ολοκληρωθούν. Επίσης, ακόμα και όταν μια συνάρτηση έχει αό-

ριστο ολοκλήρωμα, αυτό δεν είναι πάντα δυνατόν να εκφραστεί με στοιχειώδεις συ-

ναρτήσεις, δηλ. το αόριστο ολοκλήρωμα μιας στοιχειώδους συνάρτησης δεν είναι πά-

ντα στοιχειώδης συνάρτηση. 

9.2  Ιδιότητες αόριστου ολοκληρώματος 

Έστω )(xf  μια ολοκληρώσιμη συνάρτηση στο διάστημα ),(   και )(xF  μια αρχι-

κή αυτής, δηλ. )()( xfxF = . Τότε ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες: 

1.  = dxxfcdxxcf )()( , Rc  

2.   = dxxgdxxfdxxgxf )()())()((   (και για Nn συναρτήσεις) 

3.    dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

Παρατηρήσεις 
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1. Στο διαφορικό μπορούμε να προσθέσουμε ή να αφαιρέσουμε μια σταθερή, 

χωρίς να αλλάξει το ολοκλήρωμα. Π.χ.    −=+= )()()()()( cxdxfcxdxfdxxf  

2. Αν πολλαπλασιαστεί ή διαιρεθεί το διαφορικό με μια σταθερή c, τότε πρέπει 

να διαιρεθεί ή να πολλαπλασιαστεί το ολοκλήρωμα με τη σταθερή αυτή για να παρα-

μείνει αναλλοίωτο. Π.χ.    







==

c

x
dxfccxdxf

c
dxxf )()()(

1
)( . 

3. Στο διαφορικό μπορεί να εισαχθεί οποιαδήποτε παράσταση, αρκεί να βρεθεί 

το ολοκλήρωμα αυτής, το οποίο και εισάγεται στο διαφορικό. Π.χ. 

   −=







= )(

3

2
3

2
xdx

x
xdxdxx   

Τύποι βασικών ολοκληρωμάτων 

1)  −+
+

=
+

1 με,
1

1

nc
n

x
dxx

n
n ,  

2) ,ln += cx
x

dx
  

3)  += cedxe
xx

, 

4)  += c
a

a
dxa

x
x

ln
 ( 10  a ),  

5)  += ,cxxdx    

6)  +−= ,cxxdx    

7) ln( ) ,xdx x c = − +   

8) ln( ) ,xdx x c = +   

9) 
2

dx
x c

x



= + , 

10) 
2

dx
x c

x



= + ,  

11)  += cchxshxdx ,  

12)  += cshxchxdx , 

13)  += cthx
xcosh

dx
2

,  
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14)  +−= ccothx
xsinh

dx
2

,  

15) 
2

1

dx
x c x c

x
 = + = − +

−
 ,  

16) 
2

1

dx
x c x c

x
 = + = − +

+
, 

17)  +
−

+
==

−
,

1

1
ln

2

1

1
2

c
x

x
thx

x

dx
 1x  

18) )1ln(
1

2

2
xxcsinhx

x

dx
++=+=

+
  ,  

19) cxxccoshx
x

dx
+−+=+=

−
 )1ln(

1

2

2
 , με 1x . 

Μερικά άλυτα ολοκληρώματα 

1)   10,
ln

x
x

dx
, 2)  x

xdx

ln
, 3)  x

dxe
x

, 4)  n

x

x

dxe
, 5)  dxx

x , 6) 
−
dxe

x
2

*, 

7)  dxe
x

2

, 8)  xdxe
x

ln , 9)  dx
x

x
n


, 10)  dx

x

x
n


, 11)  dxx )(

2 , 

12)  xdxx , 13)  dxx , 14)  + dxx
3

1 , 15)  + dxx
3 2

1 , 16)  dxe
x ,. 

17 )  dxx )(
2 , 18)  dxx , 19)  dxx , 20)  xdxx , κ.α. 

 

9.3  Κανόνες ολοκλήρωσης 

Όπως αναφέραμε παραπάνω, η ολοκλήρωση συνάρτησης )(xf  είναι μια πράξη αντί-

στροφη της παραγώγισης. Κι’ όμως είναι δυσκολότερη από αυτή, γιατί δεν υπάρχει 

γενικός κανόνας που να μπορούμε να υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα της )(xf . Πα-

ρακάτω, θα δώσουμε μερικούς κανόνες, οι οποίοι σε συνδυασμό με τις ιδιότητες που 

αναφέραμε, οδηγούν στον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων ορισμένων κατηγοριών 

απ’ τις στοιχειώδεις συναρτήσεις. 

9.3.1  Ολοκλήρωση κατά μέρη 
                                                 

* Το ολοκλήρωμα αυτό, αν δοθεί στη γενικευμένη του μορφή: 
2

x
e dx


−

−  (ολοκλήρωμα των 

Euler – Poisson), τότε λύνεται (παράδειγμα 7 της παραγράφου 4.13) 
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Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα 3 της παρ. 8.2 έχουμε 

  +=+ dxxfcdxxfcdxxfcxfc )()())()(( 22112211 . 

Επομένως, όταν η συνάρτηση είναι άθροισμα συναρτήσεων, για να υπολογίσουμε το 

ολοκλήρωμα αυτής, ολοκληρώνουμε κατά μέρη. 

Παράδειγμα 

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  +− dxxx )123(
2 . 

Λύση 

cxxxcx
xx

dxxdxdxxdxxx ++−=++−=+−=+−   
23

23
22

2
2

2
323)123( . 

9.3.2  Ολοκλήρωση με αντικατάσταση 

Ο υπολογισμός του ολοκληρώματος  dxxf )(  ανάγεται πολλές φορές στον υπολογι-

σμό ενός απλούστερου ολοκληρώματος με μια αντικατάσταση ( ),x t=  που μπορεί 

να γίνει έτσι ώστε ( ) ( ( )) ( )f x dx f t t dt =  . 

Παραδείγματα 

1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  + dxx
5

)32( . 

Λύση 

Θέτουμε tx =+ 32 , οπότε 
2

3−
=
t

x  και dtdx
2

1
= . Άρα 

  ++=+===+ cxc
t

dttdttdxx
6

6
555

)32(
12

1

62

1

2

1

2

1
)32( . 

2) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  dx
x

x
. 

Λύση 

Θέτουμε tx = , οπότε 2
tx =  και tdtdx 2= . Άρα  

2 2 2 2 .
x t

dx t dt t dt t c x c
tx

 
  = = = + = +    

9.3.3  Ολοκλήρωση κατά παράγοντες 

Αν οι συναρτήσεις )(xu  και )(xv  είναι παραγωγίσιμες στο διάστημα [α, β] και υπάρ-

χει το ολοκλήρωμα   dxxuxv )()( , τότε υπάρχει και το   dxxvxu )()(  και μάλιστα  
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   −= dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(   

  ή συντομότερα  −= vduuvudv . 

Πράγματι, διαφορίζοντας τη συνάρτηση vu   έχουμε vduudvvud += )(  και ολο-

κληρώνοντας και τα δύο μέρη προκύπτει 

    +=+= vduudvvuvduudvvud )( . Άρα  −= vduuvudv . 

Στην ολοκλήρωση κατά παράγοντες θα πρέπει η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση 

να είναι γινόμενο δύο διαφορετικού τύπου συναρτήσεων, π.χ. εκθετικής και τριγωνο-

μετρικής, ή λογαριθμικής και πολυωνυμικής, ή συνδυασμός των τεσσάρων αυτών 

τύπων ανά δύο. Πρέπει να τονιστεί ότι ποτέ δεν μπαίνει στο διαφορικό η λογαριθμική 

συνάρτηση (εννοείται ως ολοκλήρωμα). Επίσης όταν έχουμε γινόμενο πολυωνυμικής 

με τριγωνομετρική ή εκθετική, ποτέ δεν μπαίνει το πολυώνυμο στο διαφορικό. Έτσι, 

πριν εφαρμόσουμε την κατά παράγοντες ολοκλήρωση, εισάγουμε μία από τις δύο ως 

ολοκλήρωμα στο διαφορικό και κατόπιν χρησιμοποιούμε τον τύπο της παραγοντικής 

ολοκλήρωσης. Στα επόμενα παραδείγματα αυτό γίνεται πιο κατανοητό. 

Παραδείγματα 

1) Να λυθεί το ολοκλήρωμα  xdxx .  

Λύση 

Έχουμε γινόμενο πολυωνυμικής επί τριγωνομετρική συνάρτηση. Άρα εισάγουμε 

πρώτα το συνx μέσα στο διαφορικό ως ολοκλήρωμα (ημx) και έχουμε: 

 = )( xxdxdxx  .  

Τώρα εφαρμόζουμε την κατά παράγοντες ολοκλήρωση (κ.π.ο.) με συναρτήσεις 

  ,xu =  xv = και έχουμε: 

 ++=−== cxxxxdxxxxxd  ...)( . 

2) Να λυθεί το ολοκλήρωμα  dxxe
x

. 

Λύση 

Εδώ έχουμε γινόμενο πολυωνυμικής επί εκθετική συνάρτηση. Άρα εισάγουμε την 

εκθετική  
x
e  στο διαφορικό ως ολοκλήρωμα (

x
e ) και έχουμε: 

   +−=−=== cexedxexeexddxxe
xxxxxx

...)(   

3) Να λυθεί το ολοκλήρωμα  xdxln . 
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Λύση 

Εδώ εφαρμόζουμε αμέσως την κατά παράγοντες ολοκλήρωση, με συναρτήσεις  

  xu ln=  και xv = . Έτσι 

   +−=−=−== cxxxdx
x

xxxxxdxxxdx ln
1

ln)(lnln...ln   

Παρατήρηση 

Είναι δυνατόν, εφαρμόζοντας την κατά παράγοντες ολοκλήρωση πλέον της 

μιας φοράς, να εμφανίζεται στο δεύτερο μέλος το ζητούμενο ολοκλήρωμα  dxxf )( . 

Θέτουμε τότε Idxxf = )(  και λύνουμε την εξίσωση ως προς I. 

Παράδειγμα 

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα = xdxeI
x . 

Λύση 

Εισάγουμε την 
x

e  στο διαφορικό ως ολοκλήρωμα (
x

e ). Έτσι έχουμε: 

( ) . . . ( )
x x x x

I e xdx xd e e x e d x      = = = = − =    

( ) . . .
x x x x

e x e xdx e x xd e      = − = − = =   

 ( ) ( )
x x x x x x

e x e x e d x e x e x e d x     = − − = − + =   

.
x x x

I

e x e x e xdx  = − −   

Άρα c
xxe

IxxeI

x

x
+

−
=−=

2

)(
)(2


  

Ασκήσεις 

1) Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα  

α) xdx  (Απάντηση: cx +− ln ) 

β) xdx  (Απάντηση: cx +ln ) 

γ)  − dxx )15(  (Απάντηση: c
x

+
−

−
5

)15(
). 

2) Επίσης τα ολοκληρώματα 

α)  dxex
x2

 (Απάντηση: cxxe
x

++− )22(
2 ), 
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β)  xdxx ln  (Απάντηση: cx
x

+







−

2

1
ln

2

2

), 

γ)  xdxx ln
2  (Απάντηση: cx

x
+








−

3

1
ln

3

3

), 

δ)  xdxx 2  (Απάντηση: cxxxxx +−+  22
2 ), 

ε)  dxxa
x  (Απάντηση: c

a

a

a

xa
xx

+−
2

lnln
), 

στ)  xdx
2

ln  (Απάντηση: cxxxxx ++− 2ln2ln
2 ), 

ζ)  + dxxx )1ln(  (Απάντηση: c
xx

x
x

++−+







−

24
)1ln(

2

1

2

22

), 

η)  xdxe
x2  (Απάντηση: c

xxe
x

+
−

5

)2(
2 

), 

θ)  xdxe
x 2

 (Απάντηση: c
xxe

x

+
+

5

)42(
2 

), 

ι)  dxxe
x

)3(
2   (Απάντηση: c

xxe
x

+
+

13

)3332(
2 

), 

ια) xdx  (Απάντηση: 21
ln( 1)

2
x x x c − + + ), 

ιβ) x xdx  (Απάντηση: 
2

1

2 2 2

x x
x c

 
+ − + 

 
), 

ιγ) 
2

x xdx  
3 2

21
ln( 1)

3 6 6

x x
x x c + + − + ). 

3) Ακόμα να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

α) 
+

dx
x

3
)2(

3
 (Απάντηση: c

x
+

+
−

3
)2(2

3
), 

β) 
+

dx
e

e
x

x

3
)2(

 (Απάντηση: c
e
x

+
+

−
2

)2(2

1
), 

γ)  dx
x

xln
 (Απάντηση: c

x
+

2

ln
2

), 
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δ)  +
dx

x

x

)2(1

)2(




 (Απάντηση: c

x
+

+

2

)12ln(
), 

9.4  Ολοκλήρωση ρητής συνάρτησης 

Έστω η ρητή συνάρτηση 
( )

( )
( )

f x
p x

x
= , όπου οι συναρτήσεις )(xf  και ( )x  είναι 

πολυώνυμα n και m βαθμού αντίστοιχα. Υποθέτουμε ότι ο βαθμός του αριθμητή είναι 

μικρότερος από τον βαθμό του παρονομαστή, δηλαδή mn  , και ότι τα πολυώνυμα 

)(xf  και ( )x  δεν έχουν κοινή ρίζα. Αν έχουν, διαιρούμε αριθμητή και παρονομα-

στή με τον Μ.Κ.Δ. των )(xf , ( )x . Αν επίσης είναι mn  , διαιρούμε το )(xf  με το 

( )x  και έχουμε ( ) ( ) ( ) ( )f x x x x  =  + , όπου )(x  είναι το πηλίκο της διαίρεσης, 

και 0)( x  το υπόλοιπο, με βαθμό μικρότερο του m. Άρα 

( ) ( )
( )

( ) ( )

f x x
x

x x




 
= + , 

όπου τα ( ), ( )x x   δεν έχουν κοινή ρίζα και βαθμός )(x < βαθμού ( )x . 

Με τις παραπάνω προϋποθέσεις υπάρχει πάντα το ολοκλήρωμα 
( )

( )

f x
dx

x
 σε κάθε 

διάστημα [α, β] που δεν υπάρχουν ρίζες του παρονομαστή. 

Είναι γνωστό από την Άλγεβρα, ότι το κλάσμα 
( )

( )

f x

x
 αναλύεται σε άθροισμα 

απλών κλασμάτων της μορφής: 
 )( −



x
, )04(

)(

2

22
−

++

+


xx

x
. 

Το πλήθος των κλασμάτων αυτών ορίζεται ως εξής: 

α) Σε κάθε πραγματική ρίζα ρ, βαθμού πολλαπλότητας λ, δηλαδή σε κάθε πα-

ράγοντα )( −x  του ( )x  αντιστοιχούν τα κλάσματα 

−



x

1 , 
2

2

)( −



x
, ……, 





 )( −



x
. 

β) Σε κάθε παράγοντα  )(
2

++ xx  του ( )x  με μιγαδικές ρίζες αντιστοι-

χούν τα κλάσματα 

 ++

+

xx

x
2

11 , 
22

22

)(  ++

+

xx

x
,  ……, 





 )(
2

++

+

xx

x
. 
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Ο προσδιορισμός των 
iii  ,,  γίνεται γενικά με απαλοιφή των παρονομαστών και 

εξίσωση των ίσων δυνάμεων του x. (Μέθοδος προσδιοριστέων συντελεστών). Επομέ-

νως ο υπολογισμός του 
( )

( )

f x
dx

x
 ανάγεται σε ολοκληρώματα της μορφής: 

1)  








=−


+−

−

=−−=
−



+−

−

1,ln

1,
1

)(

)()(
)(

1

















x

x

xdxdx
x

 

2) 
++

+
dx

xx

x
 )(

2
, όπου 04

2
−  . 

Για να υπολογίσουμε το δεύτερο ολοκλήρωμα εργαζόμαστε ως εξής: Μετασχηματί-

ζουμε το τριώνυμο  ++ xx
2  σε άθροισμα τετραγώνων. Έτσι: 

04,
2

4

2

4

4

2422
2

2

2
22

2222

22

−












 −
+








+=

−
+








+=+−








++=++










x

xxxxx

 

Θέτουμε ttx 


=
−

=+
2

4

2

2

 (
2

4
2


−

= ), οπότε 
2


 −= tx , dtdx =  και 

)1(
222222
+=+=++ ttxx  . Άρα 

 



+


−
+

+


=

+

+−

=
++

+

−−
dt

t
dt

t

t
dt

t

t

dx
xx

x


















)1(

12

)1()1(

)2(

)(

21222222

2

 

Αρκεί επομένως να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 


+

=


)1(
2
t

tdt
J  και 

+
=


)1(

2
t

dt
I . Είναι: 

 











=+


+−

+


=++=
+

=

+−

−

1),1ln(
2

1

1,
1

)1(

2

1

)1()1(
2

1

)1( 2

12

22

2












t

t

tdt
t

tdt
J                (1) 

 
2 2 2

2 2 2 1 2

1

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

dt t t dt t dt
I dt

t t t t
    −

+ −
= = = − =

+ + + +     

 
2 2 1

1 12

1 (1 ) 1 (1 )

2 (1 ) 2 1

d t t
I t I td

t



  

− +

− −

 + +
= − = − = 

+ − + 
         
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2 1 2 1

1

1 (1 ) (1 )

2 1 1

t t
I t dt

 


 

− + − +

−

 + +
−  − = 

− + − + 
  

 
2 1

1 2 1

1 (1 ) 1 1

2 1 2 1 (1 )

t dt
I t

t



  

− +

− −

+
= − + 

− + − + . Δηλαδή 

1

12

1
1

1

2

1

1

)1(

2

1
−

+−

−
−

+
+−

+
−= 





I

t
tII , ή τελικά  

2,
)1(2

32

)1)(1(2)1(

1
1122


−

−
+

+−
=

+
= −− 






 I

t

t

t
I .                              (2) 

Σημείωση: 

Για ν = 1 έχουμε το γνωστό ολοκλήρωμα  +=
+

= ct
t

dt
I 

121
)1(

.  

Παραδείγματα 

1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
2 2 2

(1 )

dt
I

t
=

+  

Λύση 

Για  ν = 2 εφαρμόζοντας τον τελευταίο τύπο (2) βρίσκουμε: 

2 12 2 2 2

1 1

(1 ) 2(1 ) 2 2(1 ) 2

dt t t
I I t c

t t t
= = + = + +

+ + + . 

2) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
+−

++
dx

xx

xxx
22

246

)1)(1(

2
. 

Λύση 

Επειδή ο βαθμός του αριθμητή είναι μεγαλύτερος από τον βαθμό του παρονομαστή, 

διαιρώντας (αφού εκτελέσουμε τις πράξεις στον παρονομαστή) έχουμε 

22

2

22

246

)1)(1(

13
1

)1)(1(

2

+−

+
++=

+−

++

xx

x
x

xx

xxx
 

Αναλύουμε τώρα το κλάσμα του δευτέρου μέλους σε άθροισμα κλασμάτων 

22222

2

)1(11)1)(1(

13

+

+
+

+

+
+

−


=

+−

+

x

x

x

x

xxx

x
. 

Εκτελώντας τις πράξεις στο δεύτερο μέλος και εξισώνοντας τους συντελεστές των 

ομοβάθμιων όρων βρίσκουμε μετά τις πράξεις 1,1,1 ==−=== . Άρα 

22222

2

)1(

1

1

1

1

1

)1)(1(

13

+

+
+

+

+
−

−
=

+−

+

x

x

x

x

xxx

x
. Επομένως 
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    
+

+
+

+

+
−

−
++=

+−

++
.

)1(

1

1

1

1
)1(

)1)(1(

2
22222

246

dx
x

x
dx

x

x

x

dx
dxxdx

xx

xxx
  

Είναι 

  +=+ x
x

dxx
2

)1(
2

, (η σταθερή c θα προστεθεί στο τελικό αποτέλεσμα) 

   −=
−

−
=

−
1ln

1

)1(

1
x

x

xd

x

dx
 , 

 

2

2 2 2 2 2

2

( 1) 1 ( 1)

1 1 1 2 1 1

1
ln( 1) ,

2

x dx xdx dx d x dx

x x x x x

x x

+ +
= + = + =

+ + + + +

= + +

    
 

    +=
+

+
+

=
+

+
22222222

)1()1()1(

)1(
IJ

x

dx

x

xdx

x

dxx
.  

Αλλά απ’ την (1) έχουμε 

  
+

−=
+−

+
=

+

+
=

+
=

+−

)1(2

1

12

)1(

2

1

)1(

)1(

2

1

)1(
2

122

22

2

222
x

x

x

xd

x

xdx
J .  

Επίσης απ’ τη (2): 

 
2 12 2 1 2

2 2 3 1

2(2 1)(1 ) 2(2 1) 2(1 ) 2

x x
I I x

x x


−

 −
= + = +

− + − +
. Άρα 

c
x

x
xxxx

x
dx

xx

xxx
+

+

−
++++−++=

+−

++


)1(2

1

2

3
)1ln(

2

1
1ln

2)1)(1(

2
2

2
2

22

246

 . 

3) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
−

+−
dx

xx

xx
23

2
164

. 

Λύση 

Πρώτα παραγοντοποιώ τον παρονομαστή: )1(
223

−=− xxxx . 

Αναλύω τώρα το κλάσμα 
)1(

164
2

2

−

+−

xx

xx
 σε άθροισμα απλών κλασμάτων.  

 Ο παράγοντας 
2
x  έχει ως ρίζα το 0 βαθμού πολλαπλότητας 2,  

 ενώ ο παράγοντας  1x −  έχει το 1 ως απλή ρίζα.  

Άρα η ανάλυση θα γίνει ως εξής: 

)1(...
1)1(

164 2

22

2

−=
−


+


+


=

−

+−
xx

xxxxx

xx
. Άρα 

−−++=+−+−=+− xxxxxxxx )()()1()1(164
222 . 
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Επειδή τα πολυώνυμα αυτά είναι εκ ταυτότητος ίσα, δηλαδή αληθεύουν για κάθε τιμή 

του x, οι συντελεστές των ομοβάθμιων όρων τους θα είναι ίσοι. Άρα 

1,6,4 =−−=−=+ , με λύση του συστήματος 1,1,5 −=−== . 

Τις τιμές αυτές μπορούμε να υπολογίσουμε και διαφορετικά.  

Θέτουμε και στα δύο μέλη της σχέσης  

22
)1()1(164 xxxxxx +−+−=+−   

τυχαίες τιμές του x, εφόσον η σχέση αυτή ισχύει για κάθε x, κυρίως εκείνα τα x που 

μηδενίζουν τις παραστάσεις Α, Β, Γ. Οι τιμές αυτές είναι x = 0 και  x = 1. Επειδή 

όμως έχουμε τρεις αγνώστους Α, Β, Γ, δίνουμε μία ακόμα τιμή (αυθαίρετη) x = 2. 

 Έτσι, προκύπτουν εύκολα τις τιμές των Α, Β, Γ. 

Για  x = 0  προκύπτει:  1 = – Β, άρα  Β = – 1. 

Για  x = 1  προκύπτει:  – 1 = Γ, άρα  Γ = – 1. 

Για  x = 2  προκύπτει: ++= 425 , άρα  Α = 5.  

Επομένως 

1

115

)1(

164
22

2

−
−−=

−

+−

xxxxx

xx
.  

Ολοκληρώνοντας έχουμε 

   +−−+=
−

−−=
−

+−
cx

x
x

x

dx

x

dx

x

dx
dx

xx

xx
1ln

1
ln5

1

5164
223

2

. 

4) Να λυθεί το ολοκλήρωμα 
++

+
dx

xx

x

1

1
2

. 

Λύση 

Επειδή ο παρονομαστής δεν παραγοντοποιείται, εφόσον έχει αρνητική διακρίνουσα, 

θα το λύσουμε σύμφωνα με τον τρόπο που αναφέραμε, με αντικατάσταση, αφού με-

τασχηματίσουμε τον παρονομαστή σε άθροισμα τετραγώνων. Έτσι έχουμε 

 

2222

22

2

3

2

1

4

3

2

1
1

4

1

2

1

2

1
21














+








+=+








+=+−








++=++ xxxxxx . 

Θέτουμε tx
2

3

2

1
=+ , οπότε dtdx

2

3
=  και 

2

1

2

3
−= tx .  

Επομένως το ολοκλήρωμα γράφεται 
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2
2 2

3 1 3 3
1

1 32 2 4 4
3 3 321 3 ( 1)
4 4 42 4

t t
x

dx dt dt

t tx

− + +
+

=  = =
  + ++ + 
 

    

2 2 2 2

3 1 2 3

1 3 1 2 1 3 1

tdt dt tdt dt

t t t t
= + = + =

+ + + +     

 
2

2

2

1 ( 1) 3 1 3
ln( 1)

2 1 3 2 3

d t
t t t

t
 

+
= + = + +

+  

Αντικαθιστώντας το t με το ίσο του 
3

12 +x
, (απ’ τη σχέση tx

2

3

2

1
=+ ), βρίσκουμε  

2

2

1 1 4 4 1 3 2 1
ln 1

1 2 3 3 3

x x x x
dx c

x x


 + + + + 
= + + +   

+ +   
  ή 

2

2

1 1 4 3 2 1
ln ( 1)

1 2 3 3 3

x x
dx x x c

x x


+ +  
= + + + + =   

+ +    
  

21 4 1 3 2 1
ln ln( 1)

2 3 2 3 3

x
x x c

+ 
= + + + + + = 

 
 

2

1 1

1 3 2 1 1 4
ln( 1) , όπου  ln

2 3 2 33

x
x x c c c

+ 
+ + + + = + 

 
 

Το παραπάνω ολοκλήρωμα το υπολογίζουμε στη πράξη πιο εύκολα ως εξής (υ-

πό τον όρο ότι η διακρίνουσα Δ είναι αρνητική). Επειδή ο αριθμητής είναι πρωτο-

βάθμιος ως προς  x, τον μετασχηματίζουμε έτσι ώστε να δημιουργήσουμε την παρά-

γωγο του παρονομαστή, που είναι 12 +x , και κάποιο άλλο αριθμό. Στη συνέχεια δια-

σπάμε το αρχικό ολοκλήρωμα σε δύο άλλα που λύνονται εύκολα. Έτσι έχουμε 

  

  

++
+

++

++
=

++
+

+
++

+
=

++

++
=

++

+
=

++

+

43)21(2

1

1

)1(

2

1

12

1

1

)12(

2

1

1

1)12(

2

1

1

22

2

1

1

1

22

2

2

2222

x

dx

xx

xxd

xx

dx

xx

dxx
dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x

 

Το δεύτερο ολοκλήρωμα υπολογίζεται με το γνωστό τρόπο που είδαμε πριν. Έτσι, 

θέτουμε tx
2

3

2

1
=+ , οπότε dtdx

2

3
= . Άρα  

2 2

1 3

1 32 2
32 1 31 3

42 4

dx dt
t

t
x




= =
+ 

+ + 
 

  . Επομένως 



    

428 

 

2

2

1 1 3 2 1
ln( 1)

1 2 3 3

x x
dx x x c

x x


+ + 
= + + + + 

+ +  
 . 

Ασκήσεις 

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα  

α)  ++ )3)(2( xx

dx
 (Απάντηση: c

x

x
+

+

+
−

2

3
ln ), 

β) 
− 9

2
x

dx
 (Απάντηση: c

x

x
+

+

−

3

3
ln

6

1
), 

γ) 
+ xx

dx
3

 (Απάντηση: cxx ++− )1ln(
2

1
ln

2 ), 

δ) 
−1

4
x

dx
 (Απάντηση: 

1 1 1
ln

4 1 2

x
x c

x


−
− +

+
), 

ε) 
−

2
)2(x

xdx
 (Απάντηση: c

x

x
x +

−
−−

2
2ln ), 

στ) 
+−

+

132

)1(
2

xx

dxx
 (Απάντηση: cxx +−−− 12ln

2

3
1ln2 ), 

ζ) 
+1

3
x

dx
 (Απάντηση: 23 3(2 1) 1 1

ln( 1) ln 1
3 3 6 3

x
x x x c

 −
− − + + + +  

 

), 

η) 
+−

−
222

2

)1()1(

)84(

xx

dxxx
 (Απ.: 2

2

(3 1)
ln( 1) 2 ln 1

( 1)( 1)

x x
x x x c

x x


−
− + + − + +

− +
), 

θ) 
−−

−

xxx

dxx

2

)1(
23

 (Απάντηση: cxxx ++−− 1ln
3

2
)2(ln

6

1 3 ), 

ι) dx
xxx


++

22
)1)(1(

1
 (Απ. 

2

2

ln 13 1
ln( 1) ln

2 8 4 4( 1)

xx x
x x c

x

 + −
− − + − + + +

+
) 

ια) 
+−

−+

)1)(1(

)23(
2

2

xx

dxxx
 (Απάντηση: 

2
3 ln ( 1)( 1)x x x c + − + + ), 

ιβ) 
−

+
3

2

)1(

)1(

x

dxx
 (Απάντηση: c

x

x
x +

−

−
−−

2
)1(

12
1ln ), 

ιγ) dx
x

xx


−

++

1

14
3

2

, (Απάντηση: cxxxx +++−−− )1ln(
3

1
)1)(1(ln

3

2 223 ), 
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ιδ) 
+
dx

x

x

1
3

5

 (Απάντηση: cx
x

++− 1ln
3

1

3

3
3

), 

ιε) dx
xx

x


+

+
22

4

)1(

1
 (Απάντηση: c

x
x +

+
+

1

1
ln

2
), 

ιστ) 
+

23
xx

dx
 (Απάντηση: c

xx

x
+−

+ 11
ln ), 

ιζ) dx
xx

x


+

−

)1(

1
2

3

 (Απάντηση: 
2

ln( 1)
ln

2

x
x x x c

+
− + − + ). 

9.5  Ολοκληρώματα που ανάγονται με αντικατάσταση 
σε ολοκλήρωση ρητής συνάρτησης 

Θα εξετάσουμε τώρα διάφορες μορφές ολοκληρωμάτων, τα οποία με κατάλλη-

λη αντικατάσταση ανάγονται σε ολοκληρώματα ρητής συνάρτησης. 

9.5.1  1η Μορφή:  dxeR
x
)(  όπου )(

x
eR  ρητή συνάρτηση του x

e  

Κάνουμε την αντικατάσταση te
x
=  οπότε dted

x
=)(  ή dtdxe

x
=  ή dttdx =  οπότε 

tdtdx = . Τελικά προκύπτει ολοκλήρωμα ρητής συνάρτησης 

Παράδειγμα 

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
+
dx

e

e
x

x

1

3

. 

Λύση 

Θέτουμε te
x
=  οπότε το ολοκλήρωμα παίρνει τη μορφή: 

   








+
+−=

+
=

+
=

+
dt

t
t

t

dtt

t

dt

t

t
dx

e

e
x

x

1

1
1

111

233

 (εκτελέσαμε τη διαίρεση). Άρα 

cee
e

ctt
t

dx
e

e xx
x

x

x

+++−=+++−=
+

 )1ln(
2

1ln
21

223

 

Ασκήσεις 

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

α) 
−

xx
ee

dx

3
2

 (Απάντηση: c
xee

xx

+
−−

+
−

9

3ln

3
), 

β) 
−

−
dx

e

ee
x

xx

1

4
2

2

 (Απάντηση: c
e

ee

x

xx

+
+

−
−

−

1

1
ln2

2

1ln
2

), 
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γ) 
− )1(

2 xx
ee

dx
 (Απάντηση: cxe

e
e

x
x

x
+−−++

−
−

1ln
2

2

), 

δ)  −
+ )3(

xx
ee

dx
 (Απάντηση: cex

x
++− )13ln( ), 

ε) 
+

−
dx

e

e
x

x

1

1
 (Απάντηση: cxe

x
+−+ )1ln(2 ), 

στ)  − dxee
xx

1  (Απάντηση: c
e
x

+
−

−
3

)1(2
23

). 

9.5.2  2η Μορφή:  dxxxR ),(   όπου ),( xxR   είναι ρητή 

συνάρτηση των  xx  , . 

Γενικά εκτελούμε τον μετασχηματισμό 
2

x
t =  και εκφράζουμε το ημίτονο και συ-

νημίτονο του x συναρτήσει του t απ’ τους τύπους 

2
2

2
22

1
1

2

x

t
x

x t






= =
+

+

, 

2
2

2
2

1
12

1
1

2

x

t
x

x t






−
−

= =
+

+

.  

Επίσης ( )
2

x
d dt =  ή 2 1

1
2 2

x
dx dt

 
+ = 

 
 ή 

2
1

2

t

dt
dx

+
= .  

Με αντικατάσταση όλων αυτών προκύπτει τελικά ολοκλήρωμα ρητής συνάρτησης. 

Ωστόσο, σε ειδικές περιπτώσεις ρητών συναρτήσεων του ημx, συνx είναι προ-

τιμότερο, αντί της αντικατάστασης 
2

x
t =  να κάνουμε άλλες αντικαταστάσεις. Και 

μάλιστα:  

α) Αν η ),( xxR  είναι περιττή συνάρτηση ως προς x , 

θέτουμε x t = . 

β) Αν η ),( xxR  είναι περιττή συνάρτηση ως προς x , 

θέτουμε x t =  

γ) Αν η ),( xxR  είναι άρτια συνάρτηση ως προς x και x , 

θέτουμε x . 

Και στις τρεις περιπτώσεις, το ολοκλήρωμα ανάγεται σε ολοκλήρωση ρητής συνάρ-

τησης του t. 

Παραδείγματα 
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1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  ++ xx

dx

1
. 

Λύση 

Θέτουμε 
2

x
t = , οπότε ως γνωστό 

2
1

2

t

dt
dx

+
= , 

2
1

2

t

t
x

+
= , 

2

2

1

1

t

t
x

+

−
= . 

 Έτσι:  ++=++=
+

=

+

−
+

+
+

+=
++

c
x

ct
t

dt

t

t

t

t

t

dt

xx

dx
1

2
ln1ln

1

1

1

1

2
1

1

2

1
2

2

2

2




 

2) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  xdxx
23  . 

Λύση 

Η συνάρτηση xx
23   είναι περιττή ως προς x .  

Θέτουμε tx = , οπότε dtxd =)(  ή dtxdx −= .  

Έτσι έχουμε 

 

3 2 2 2 2 2 2 4

3 5 3 5

2 4

(1 ) ( ) ( )

( )
3 5 3 5

x xdx x x x dx t t dt t t dt

t t x x
t t dt c c

    

 

= = −  − = − − =

= − − = − + + = − + +

   


 

3) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
+ xx

dx
22

32 
. 

Λύση 

Η συνάρτηση ),( xxR   είναι άρτια ως προς xx  , . 

Επομένως θέτουμε x t = .  

Διαφορίζουμε ( )d x dt =  ή 2
(1 )x dx dt+ =  ή dtdxt =+ )1(

2 , άρα  

2
1 t

dt
dx

+
= .  

Εκφράζουμε τώρα τα xx
22

,   συναρτήσει της x . Είναι:  

2 2

2

2 2
1 1

x t
x

x t





= =

+ +
, 

2

2 2

1 1

1 1
x

x t



= =

+ +
. Έτσι, 

  
+

=

+

=
+

=

+
+

+

+=
+

2

32

1

)
2

3
(2

23

1

1
3

1
2

1

32 22
2

22

2

2

22

t

dt

t

dt

t

dt

tt

t

t

dt

xx

dx


. 
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Θέτουμε 
2

3
=t , οπότε ddt

2

3
=  και επομένως 

2 2 2

3 2 3 21 1 1 6

2 3 2 2 3 2( 1) 2 3 2 1 6

ddt d

t

 


 
= =  = =

+ + +    

6 2 6 2

6 3 6 3
t x c  

   
= = +      

   

 

4) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
1

dx
I

x
=

+ . 

 

Λύση 

Θέτουμε x t = , 
2

1 t

dt
dx

+
= . Επίσης 

1
x

t
 = . Έτσι έχουμε 

 
2

2

1
11 ( 1)( 1)

1

dt

dx tdttI
x t t

t



+= = =
+ + +

+
   .  

Αναλύουμε το κλάσμα 
)1)(1(

2
++ tt

t
 σε άθροισμα απλών κλασμάτων: 

 )1)(()1(
11)1)(1(

2

22
++++=

+

+
+

+


=

++
tttt

t

t

ttt

t
ή  

 +++++=+++++= ttttttt )()(
222 . 

 Έτσι προκύπτει: 

 0,1,0 =+=+=+ , και 
2

1
,

2

1
,

2

1
==−= .  

 Άρα 
)1(2

1

)1(2

1

)1)(1(
22
+

+
+

+
−=

++ t

t

ttt

t
  

και το ολοκλήρωμα γίνεται 

 
2 2 2

1 1 1 1 1 2
ln 1

( 1)( 1) 2 1 2 1 2 4 1

tdt dt t tdt
dt t

t t t t t

+
= − + = − + + +

+ + + + +     

 
2

2 2

1 1 1 ( 1) 1
ln 1

2 1 2 4 1 2

dt d t
t t

t t


+
+ = − + + + =

+ +   

 21 1 1
ln 1 ln( 1)

2 4 2
t t t= − + + + +  

Με αντικατάσταση στο τελευταίο αποτέλεσμα t x= , παίρνουμε 
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 21 1 1
ln 1 ln( 1) ( ) .

2 4 2
I x x x c   = − + + + + +  

Ασκήσεις 

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

α) 
xx

dx

 3
 (Απάντηση: 

2

1
ln

2
x c

x



− + ), 

β) 
+

dx
x

x
2

2
1




 (Απάντηση: 2 x x c − + ), 

γ)  + x

dx

1
 (Απάντηση: ( 2)x c + ), 

δ)  )2(x

dx


 (Απάντηση: 

1
ln ( 2)

( 2)
x c

x




 
+ + 

 
), 

ε) 
2

dx

x
 (Απάντηση: x x c− − + ), 

στ)  + dxx )3(
3  (Απάντηση: 

2

1
ln

2
x c

x



− + ), 

ζ) 
3

4

x
dx

x



  (Απάντηση: cx
x

+







−

6
2

12

1

4



), 

η) 
+ x

dxx
2

1

)2(




 (Απάντηση: cx ++ )1ln(

2 ), 

θ) 
1

1

x x
dx

x x

 

 

− +

+ −  (Απάντηση: 
1

2 ln 1x x c
x




− + + − + ), 

ι)  + x

xdx





1
 (Απάντηση: c

x

xxxx
+

+

+−





1
). 

9.5.3  3η Μορφή: ( )dxxxR n + ,  ή dx
x

x
xR n 














+

+




,   

Τα ολοκληρώματα αυτά υπολογίζονται πάντα, θέτοντας  

txn =+   αντίστοιχα t
x

x
n =

+

+




,  

απ’ όπου προκύπτει  

n
tx =+   αντίστοιχα 

n
t

x

x
=

+

+




. 
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Λύνοντας τις τελευταίες σχέσεις ως προς x, παίρνουμε 



−
=

n
t

x  αντίστοιχα 
n

n

t

t
x





−

−
=   

και διαφορίζοντας έχουμε 



dtnt
dx

n 1−

=  αντίστοιχα dt
t

t
ndx

n

n

2

1

)(
)(




−
−=

−

. 

Μετά την αντικατάσταση προκύπτουν ολοκληρώματα ρητής συνάρτησης. 

 

Παραδείγματα 

1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα dxxx − 32 . 

Λύση 

Θέτουμε tx =− 32  και έχουμε 2
32 tx =− , tdtdx 22 = , 

2

3
2
+

=
t

x . Άρα 

 

2 5 3 5 3
4 2

5 3
2 2

3 1 1 3
2 3 ( 3 )

2 2 2 5 2 3 10 2

1 1
(2 3) (2 3)

10 2

t t t t t
x x dx t tdt t t dt

x x c

+
− =  = + =  +  = + =

= − + − +

  
 

2) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  +

−
dx
x

x

1

1
 

Λύση 

Θέτουμε t
x

x
=

+

−

1

1
 και έχουμε 2

1

1
t

x

x
=

+

−
 ή 

2

2

1

1

t

t
x

+

−
=  και dt

t

t
dx

22
)1(

4

+

−
= , 

οπότε με τις αντικαταστάσεις το ολοκλήρωμα γίνεται:  

2 2

2 2 2 2 2 2

22 2 2

1 4 ( 1) 1
4 4

1 (1 ) (1 ) (1 )

4 4 4 4
1 (1 )

x t t dt t
dx t dt dt

x t t t

dt dt
t I

t t


− − + −
=  = − = − =

+ + + +

= − + = − +
+ +

   

 

 

όπου 2 2

1

2(1 ) 2

t
I t

t
= +

+
(παράδειγμα 1, παρ. 8.4). Άρα 

2 2

1 2 2
4 2 2

1 1 1

x t t
dx t t t

x t t
  

−
= − + + = −

+ + + .  

Τελικά, αντικαθιστούμε στο τελευταίο ολοκλήρωμα το t με το ίσο του 
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2

1
2

1 1 11
2 1 2

11 1 1
1

1

x

x x xx
dx x c

xx x x

x

 

−

− − −+
= − = − − +

−+ + +
+

+

 . 

Ασκήσεις 

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

α) 
++ x

dx

11
 (Απάντηση: cxx +++−+ )11ln(212 ), 

β) 
++ 3 11 x

dx
 (Απάντηση: ( ) ( ) cxxx +−+++++ 211

2

3
11ln3 333 ), 

γ)  +

−
dx
x

x
x

1

1
 (Απάντηση: 

1 1 1
( 1)( 2)

1 2 1

x x
x x c

x x


 − −
+ + − +  + + 

). 

9.5.4  4η Μορφή: dxxR )...,,,,( 21 
 , όπου  






+

+
=

x

x
 

Αν   είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο (Ε.Κ.Π.) των  ...,,2,1 ,  

θέτουμε t
x

x
=









+

+ 




1

, οπότε 





t

x

x
=

+

+
  

και εργαζόμενοι όπως πριν καταλήγουμε σε ολοκλήρωμα ρητής συνάρτησης. 

Παράδειγμα 

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
3

1

1 1

x
I dx

x

+
=

+ +
 . 

Λύση 

Θέτουμε 1 66 1 (1 )x x t+ = + =  (6 είναι το Ε.Κ.Π. των 2 και 3),  

οπότε 6
1 tx =+  και dttdx

5
6= . Επίσης 

1 2 6 1 2 3
1 (1 ) ( )x x t t+ = + = =  και 1 3 6 1 3 23 1 (1 ) ( )x x t t+ = + = = ,  

και μετά την αντικατάσταση των ριζικών και του διαφορικού το Ι  γίνεται 

3 8

5 6 4 2

2 2 23

7 5 3

1 1
6 6 6 1

1 1 11 1

6 6 6 6 6 .
7 5 3

x t t dt
dx t dt t t t dt

t t tx

t t t
t t

+  
= = = − − − + = 

+ + ++ +  

= − + − +

   
 

Με αντικατάσταση του t με το ίσο του έχουμε τελικά 
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 
7 5 1 11

6 6 6 62
6 6

(1 ) (1 ) 2(1 ) 6(1 ) 6 (1 ) .
7 5

x x x x x c+ − + + + − + + + +  

Ασκήσεις 

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

α) 
+ 4 xx

dx
 (Απάντηση: ( ) cxxx +−++ 44 421ln4 ), 

β) 
+ 3 xx

dx
 (Απάντηση: ( ) cxxxx ++−++− 636 6321ln6 ), 

γ) 
+

++
dx

x

xx

3

2

1

1
 (Απάντηση: 

( )
c

xxxx
+

+−+++

280

634235180)1(3
23 2

). 

9.5.5  5η Μορφή: i)  − dxxxR ),(
22  , ii)  + dxxxR ),(

22  ,  

Και στις δύο περιπτώσεις αντικαθιστούμε τα ριζικά με xt − . Έτσι έχουμε 

i) xtx −=−
22   ή 

t

t
xtxxtx

2
2

22
2222 


+

=−+=− . Άρα 

 
t

t

t

t
tx

22

2222
22 


−

=
+

−=− .  

Διαφορίζοντας τη σχέση 
t

t
x

2

22 +
=  έχουμε  

 dt
t

t
dt

t

ttt
dx

2

22

2

22

24

2)(22  −
=

+−
= ,  

οπότε καταλήγουμε σε ολοκλήρωση ρητής συνάρτησης ως προς t. 

ii) xtx −=+
22   ή 

t

t
xtxxtx

2
2

22
2222 


−

=−+=+ . Άρα 

 
t

t

t

t
tx

22

2222
22 


+

=
−

−=+ .  

Διαφορίζοντας τη σχέση 
t

t
x

2

22 −
=  έχουμε  

dt
t

t
dt

t

ttt
dx

2

22

2

22

24

2)(22  +
=

−−
= , 

οπότε καταλήγουμε πάλι σε ολοκλήρωση ρητής συνάρτησης ως προς t. 

Παρατήρηση 

Η δεύτερη περίπτωση (ii) μπορεί να αντιμετωπιστεί και διαφορετικά. 
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Θέτουμε x  =  , οπότε 2
(1 )dx d   = + . Επίσης  

2 2 2 2 2 2
1x


       

 
+ = + = + =   

και το ολοκλήρωμα γίνεται ολοκλήρωμα ρητής τριγωνομετρικής συνάρτησης. 

Παραδείγματα 

1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
2

3 2

dx
I

x
=

−
 . 

Λύση 

Το ολοκλήρωμα γράφεται 
( ) 

−
=

− 323

1

323
22
x

dx

x

dx
.  

 Θέτουμε xtx −=− 32
2

, txxtx 232
222
−+=−  ή 

t

t
x

2

32
2
+

=  και 

 dt
t

t
dx

2

2

2

32−
= . Άρα 

t

t

t

t
tx

2

32

2

32
32

22

2 −
=

+
−=− .  

Αντικαθιστώντας τώρα το ριζικό και το διαφορικό dx στο ολοκλήρωμα προκύπτει 

 

2

2

22

2 3

1 1 1 12 ln
2 33 3 3 32 3

2

t
dt

dx dtt t
t tx

t

−

= = =
−−

   . 

Αντικαθιστώντας το 
2

2 3t x x= − +  στο τελευταίο αποτέλεσμα προκύπτει 

 21
ln 2 3

3
I x x c= − + +  

2) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
2

2 3

dx
I

x
=

+
 . 

Λύση 

Το ολοκλήρωμα γράφεται  
+

=
+ 232

1

)23(2
22
x

dx

x

dx
.  

 Θέτουμε xtx −=+ 23
2

, 
t

t
xtxxtx

2

23
223

2

222 −
=−+=+  και 

 dt
t

t
dx

2

2

2

23+
= . Άρα 

t

t

t

t
tx

2

23

2

23
23

22

2 +
=

−
−=+ .  

Αντικαθιστώντας τώρα το ριζικό και το διαφορικό dx στο ολοκλήρωμα προκύπτει 
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2

2

22

3 2

1 1 1 12 ln
3 22 2 3 23 2

2

t
dt

dx dtt t
t tx

t

+

= = =
++

   . 

Αντικαθιστώντας το 
2

3 2t x x= + +  στο τελευταίο αποτέλεσμα προκύπτει 

 21
ln 3 2

2
I x x c= + + +  

3) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
+ 4

22
xx

dx
. 

 

Λύση 

Θέτουμε 2x = , οπότε 



2

2
d

dx = , 



1

2124
22

=+=+x . 

Αντικαθιστώντας το dxx ,
2  και το ριζικό στο αρχικό ολοκλήρωμα προκύπτει 



  

−=
+−

==

===



=
+

+−
−





















4

1

124

1
)(

4

1

)(

4

1

4

1

2
4

2

4

12
2

22

2

2

2

22

d

dd
d

xx

dx

 

Στο τελευταίο αποτέλεσμα αντικαθιστούμε ολόκληρο το   συναρτήσει της   

απ’ τον τύπο 
2 2

2

1 1 ( 2)

x

x




 
= =

+ +
. Άρα το τελικό ολοκλήρωμα θα είναι: 

c
x

x

x

x

xx

dx
+

+
−=



+
−=

+
 2

)2(1

24

)2(1

4

22

22
 

Ασκήσεις 

1) Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

α) 
− 4

2

2

x

dxx
 (Απάντηση: ( ) cx

x
xx +−++− 4

2
4ln2

22 ), 

β) 
+++ 11

2
xx

dx
 (Απάντηση: ( ) cxxx +−+−++ )1(

2

1
11ln

2

1 22 ), 

γ) 
−

++

1

)1(

2

2

x

dxxx
 (Απάντηση: ( ) c

xx
xx +

−+
++−

2

1)2(
1ln

2

3
2

2
). 
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2) Θέτοντας x t= , υπολογίστε τα ολοκληρώματα 

α) 
+

222
)( x

dx


 (Απάντηση: 

3 2 2 2

1

2 2 ( )

x x
c

x


   

 
+ + 

+ 
), 

β) 
+

22
x

dx


 (Απάντηση: ( ) cxx +++

22
ln  ), 

γ) dx
x

x


+
22

. (Απάντηση: cx
x

x
+++













 −+ 22
22

ln 


 ). 

 

9.5.6  6η Μορφή: dxxxR − ),(
22  

Εδώ κάνουμε πάντα την αντικατάσταση: 

 =x , οπότε  ddx = ,  =−=−
222

1x ,  

δηλαδή το αρχικό ολοκλήρωμα ανάγεται σε ολοκλήρωμα ρητής τριγωνομετρικής συ-

νάρτησης. 

Παράδειγμα 

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
2

2

1

4

x x
I dx

x

+ +
=

−
 . 

Λύση 

Θέτουμε 2=x , οπότε  ddx 2= , 24
2
=− x .  

Αντικαθιστούμε στο αρχικό ολοκλήρωμα και έχουμε 

 
2

24 2 1
2 (4 2 1)

2
I d d

  
     



+ +
=  = + + =   

    +−=++=  2424
22
dddd . 

Υπολογίζουμε τώρα το   d
2

. 

Απ’ την Τριγωνομετρία γνωρίζουμε ότι 
2

212 


−
= . Άρα 

 

2 1 2 (2 )

2 2 2

1 (2 ) (2 ) 1
2 .

2 2 2 2 4 2 2

d d
d d

d

     
   

       
 

−
= = − =


= − = − = −

   


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(Στην επόμενη παράγραφο θα γνωρίσουμε αναγωγικούς τύπους με τους οποίους υπο-

λογίζονται τα ολοκληρώματα 2,,    
xdxxdx ). 

Έτσι έχουμε τελικά μετά τις αντικαταστάσεις 

 
2

24
3 2 2 3 4

2 2

x x
I x x c   

−
= − − = −  − − +  

(απ’ τη σχέση 
2

,
2

,2
xx

x  === ). 

Ασκήσεις 

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

α) 
−

2

2

4 x

dxx
 (Απάντηση: cx

xx
+−−







 2
4

22
2 ), 

β) 
−

2

3

4 x

dxx
 (Απάντηση: c

xx
+

+−
−

3

)8(4
22

), 

γ)  − dxxx
22

4  (Απάντηση: cx
x

x
xx

+−+−−






 232
4

2
)4(

42
2 ). 

9.5.7  7η Μορφή:  ++ dxxxxR ),(
2   

Όπως είναι γνωστό από τη στοιχειώδη Άλγεβρα 





























 −
−








+=++

2
22

2

2

4

2 






 xxx  όταν 04

2
−   

2

2

2








+=++




 xxx  όταν 04

2
=−   

2
2 2

2 4

2 2
x x x

 
   

 

  −  
 + + = + +        

 όταν 04
2

−  . 

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

1η περίπτωση, όταν α > 0 

α) Αν 04
2

−  , θέτουμε 



=

−

2

4
2

, tx =+




2
, οπότε dtdx =  και  





2
−= tx  και το ολοκλήρωμα  ++ dxxxxR ),(

2   παίρνει τη μορφή 
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 ( )  −=−− dtttRdtttR ),(,2
22

1

22  ,  

δηλαδή καταλήγει στη 5η μορφή (i) της παρ. 8.5.5. 

β) Αν 04
2

=−   τότε 







+=++






2

2
xxx  δηλαδή η συνάρτηση 

R είναι ρητή συνάρτηση του x. 

γ) Αν 04
2

−   η συνάρτηση R γίνεται όπως και στη πρώτη περίπτωση, 

 + dtttR ),(
22

1   και το ολοκλήρωμα παίρνει τη 5η μορφή (ii) της παρ. 8.5.5. 

2η περίπτωση, όταν α < 0 

α) Αν 04
2

−  , τότε το τριώνυμο  ++ xx
2  γίνεται αρνητικό για κά-

θε πραγματικό x, επομένως το ριζικό δεν ορίζεται. 

β) Αν 04
2

−   τότε το τριώνυμο μετασχηματίζεται ως εξής: 

2
22

2 4
( )

2 2
x x x

  
   

 

  −  
 + + = − − +        

 όπου 0− .  

Θέτουμε: 



=

−

2

4
2

, tx =+




2
, οπότε dtdx =  και  





2
−= tx .  

Επίσης είναι 
222
txx −−=++  . Άρα 

( )  −=−−−=++ dtttRdtttRdxxxxR ),(,2),(
22

1

222  , 

δηλαδή το ολοκλήρωμα παίρνει τη 6η μορφή της παρ. 8.5.6. 

Παραδείγματα 

1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
−+ 1

2
xxx

dx
. 

Λύση 

Το τριώνυμο στο ριζικό γράφεται 

 
4

5

2

1
1

4

1

2

1

2

1
21

22

22
−








+=−−








++=−+ xxxxx .  

Θέτουμε tx =+
2

1
, 

2

1
−= tx ,  dtdx =  και το ολοκλήρωμα γράφεται:  
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 
−








−

=
−+

4

5

2

11 2
2

tt

dt

xxx

dx
.  

Ακολουθούμε τώρα τον τρόπο επίλυσης της 5ης μορφής (i) παρ. 8.5.5. 

Θέτουμε tt −=− 
4

52
, ttt −+=−  2

4

5 222  ή 




2

45
2
+

=t .  

 Άρα 









2

45

2

45

4

5
22

2 −
=

+
−=−t , 




ddt

2

2

2

45−
=  και 

 








2

45

2

1

2

45

2

1
22

+−
=−

+
=−t .  

Έτσι το τελευταίο ολοκλήρωμα γίνεται με τις αντικαταστάσεις 

2

2

2 2 2 2

2

5 4

( 1 2)2 2 2
5 4 5 4 5 4 ( 1 2) 11 5

2 22 4

d
dt d d

t t




 

     

 

−

−
= = = =

− + − − + − − 
− − 

 

     

( )2 21 5 1
2 2 2 1

2 4 2
t t x x x c   

  
= − = − + − = + − + +       

 

2) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
++− 44

2
xx

xdx
. 

Λύση 

Εδώ είναι 01−=  και 03244164
2

=+=−  . Άρα 

 2222
)2(8)44(84442244 −−=+−−=++−+−=++− xxxxxxx .  

 Θέτουμε tx =− 2 , οπότε 2+= tx , dtdx =  και το ολοκλήρωμα γίνεται  

 
−

+
=

++−
22

8

)2(

44 t

dtt

xx

xdx
  

δηλαδή ολοκλήρωμα της 6ης μορφής της παρ. 8.5.6. 

 Θέτουμε 8=t ,  ddt 8= ,  

 Άρα  8188
22

=−=− t . Έτσι έχουμε 





8282

8

8)28(

8

)2(

2
−=+=

+
=

−

+
  dd

d

t

dtt
. 

Τα ,  αντικαθιστούμε ως εξής: 
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Απ’ τη σχέση 






 −
=

−
===

8

2

8

2

8
8

xxt
t  . 

Πάλι, απ’ τη σχέση )1(888
222  −=== tt , οπότε  

22
88 t−=  και 

8

44

8

8
22

++−
=

−
=

xxt
 .  

Άρα τελικά το αρχικό ολοκλήρωμα γίνεται: 

cxx
x

xx

xdx
+++−−







 −
=

++−
 44

8

2
2

44

2

2
 . 

Ασκήσεις 

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

α)  +− dxxx 23
2   

(Απ.: 
( )

c
xxxxxx

+
−++−

−
−+−

8

32232ln

4

)32(23
22

), 

β) 
+

dx
x

xx 2
2

 (Απάντηση: ( ) cxxxxx ++++++ )2(1)2(ln ), 

γ) 
−

2

2

2 xx

dxx
 (Απάντηση: c

xxx
x +

−+
−−

2

2)3(
)1(

2

3
2

 ), 

δ) 
−−

+

2
1

)1(

xx

dxx
 (Απάντηση: cxx

x
+−−−













 + 2
1

5

)12(5

2

1
 ), 

ε) 
++ 1

2
xxx

dx
 (Απάντηση: c

x

xxx
+













 −−++ 212
ln

2

), 

στ) 
+ )4(xx

dx
 (Απάντηση: ( ) cxxx ++++ 2)4(ln ). 

9.5.8  8η Μορφή: dxxxxR ),,( ++   

Θέτουμε ένα από τα δύο ριζικά ίσο με t π.χ.  

tx =+  , οπότε 


−
=

2
t

x , dt
t

dx


2
=   

και το άλλο ριζικό γίνεται  
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



 +=+

−
=+

2

2

t
t

x , όπου 








 −== , .  

Δηλαδή το ολοκλήρωμα τελικά ανάγεται στην 5η μορφή (ii) της παρ. 8.5.5. 

Παράδειγμα  

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
+++ 12 xx

dx
. 

Λύση 

Θέτουμε tx =+1 , οπότε 1
2
−= tx , tdtdx 2=  και 12

2
+=+ tx .  

Έτσι, το ολοκλήρωμα μετά τις αντικαταστάσεις γίνεται 


++

=
+++ tt

tdt

xx

dx

1

2

12 2
.  

Για την επίλυση του τελευταίου ολοκληρώματος θέτουμε  

 −=+ tt 1
2

, οπότε  ttt 21
222
−+=+  ή  

 




2

1
2
−

=t , 



ddt

2

2

2

1+
= , και 










2

1

2

1
1

22
2 +

−=−
−

=+t .  

Συνεπώς έχουμε 

 

2 2

42

2 2 22

1 1
2

2 1 12 2

1 1 21

2 2

d
tdt

d
t t

 


  
  

 

− +


−
= = − =

+ −+ + − +
    

 
3 3

2

2

1 1 1 1 1

2 2 2 3 2 6 2

d
d c

  
 

  
= − + = −  − = − − +   

όπου 211
2

+−+=+−= xxtt . 

Ασκήσεις 

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

α) 
−−+ 11 xx

dx
 (Απάντηση: ( ) cxx +++−

33
)1()1(

3

1
), 

β) 
−++

+

31

)1(

xx

dxx
 (Απάντηση: ( ) cxxx ++−−+ )113()3()1(3

30

1 35 ), 

γ) 
+

−+
dx

x

xx

1

1
  

(Απάντηση: 
( ) ( ) cxx

xxx
+++−−

−+−+
11ln2

3

42131
). 
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9.6  Αναγωγικοί τύποι 

Ο υπολογισμός του ολοκληρώματος μιας συνάρτησης υψωμένης σε δύναμη, 

οδηγεί πολλές φορές με κατάλληλους μετασχηματισμούς σε ολοκλήρωμα της ίδιας 

μορφής με το αρχικό αλλά με μικρότερο εκθέτη. Ένα τέτοιο ολοκλήρωμα συναντή-

σαμε στην παράγραφο 8.4 το 
+

=


)1(
2
t

dt
I . Στην περίπτωση αυτή, με επανειλημ-

μένη εφαρμογή του τύπου που υπολογίσαμε, αναγόμαστε τελικά σε γνωστά ολοκλη-

ρώματα. Τέτοιοι αναγωγικοί τύποι υπάρχουν σε πολλές περιπτώσεις συναρτήσεων 

που υψώνονται στη ν – στή δύναμη. Σ’ όλες τις περιπτώσεις, εφαρμόζουμε πάντα την 

κατά παράγοντες ολοκλήρωση. 

Ακολουθούν αναγωγικοί τύποι ολοκληρωμάτων των τριγωνομετρικών συναρ-

τήσεων που υψώνονται στη ν – στή δύναμη 

1) Υπολογισμός του = xdx


  . 

 

 





 

−−−+−=

=−−+−=−+

+−=−−=

==−===

−−

−−−

−−−

−−

xdxxdxxx

xdxxxxxdxxx

xxxxdxx

xxdxdxxxdx



















)1()1(

)1()1()1(

)(

...)(

21

2212

111

11

 

Αν θέσουμε 
−

− = xdx
2

2



   έχουμε 





  −−−+−= −

−
)1()1( 2

1
xx . 

Λύνοντας ως προς   την τελευταία εξίσωση έχουμε 

2,
1

2

1


−

+


−= −

−















xx
 

2) Υπολογισμός του = xdx


  .  

 





 

−−−+=

=−−+=−+

+=−=

=====

−−

−−−

−−−

−−

xdxxdxxx

xdxxxxxdxxx

xxxxdxx

xxdxdxxxdx



















)1()1(

)1()1()1(

)(

...)(

21

2212

111

11

 

Θέτοντας πάλι 
−

− = xdx
2

2



   έχουμε 
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



  −−−+= −

−
)1()1( 2

1
xx . 

Λύνοντας ως προς   την τελευταία εξίσωση έχουμε 

2,
1

2

1


−

+


= −

−















xx
 

3) Υπολογισμός του = xdx


  .  





−
−

−−−

−−−

−
−

=−=−

−=
−

===

xdx
x

xdxxxdxdx

x

dx
xdx

x

x
xdx

x

x
xxdx

2
1

222

2

2

2

2
2

2

2
2

1
)(

1





























 

και τελικά 

2

1

1
−

−

−
−

= 






 x
 

4) Υπολογισμός του = xdx


  .  





−
−

−−−

−−−

−
−

−=−−=−

−=
−

===

xdx
x

xdxxxdxdx

x

dx
xdx

x

x
xdx

x

x
xxdx

2
1

222

2

2

2

2
2

2

2
2

1
)(

1





























 

και τελικά 

2

1

1
−

−

−
−

−= 






 x
. 

Ειδικές περιπτώσεις 

1) Από τους αναγωγικούς τύπους που βρήκαμε πριν για τα = xdx


   και 

= xdx


   μπορούμε να υπολογίσουμε και τα 
−

= xdx
x

dx 





καθώς και 

το 
−

= xdx
x

dx 





. Προς τούτο, λύνουμε τους αναγωγικούς τύπους των   

και   ως προς 
2−  και 

2−  αντίστοιχα, όπου όμως τώρα ο ν υποτίθεται αρνητικός 

και 3 . Έτσι προκύπτει τελικά: 















−
+

−
=

−

−
11

1

2

xx
 και 













−
+

−
−=

−

−
11

1

2

xx
, 3 . 

Π.χ. για 5−=  θα έχουμε: 
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
−

−− == xdx
7

72   και 
−

− == xdx
5

5  , αντίστοιχα  


−

−− == xdx
7

72   και 
−

− == xdx
5

5  . 

2) Τα ολοκληρώματα  x

dx


 και  x

dx


 υπολογίζονται κανονικά με τον γενι-

κό τρόπο, θέτοντας 
2

x
t =  και εκφράζοντας τα xx  ,  συναρτήσει της 

2

x
 . 

Ως γνωστό (2η μορφή της παρ. 8.5.2) είναι: 

2
2

2
22

1
1

2

x

t
x

x t






= =
+

+

,

2
2

2
2

1
12

1
1

2

x

t
x

x t






−
−

= =
+

+

,
2

1

2

t

dt
dx

+
= . Άρα  

2
1

1

2

2

1 ln ln
2 2

1

dt

dx dt xtxdx t c
tx t

t

 


−

−

+ = = = = = = +

+

    . 

 −+
=

−
=

+

−

+===
−

−
)1)(1(

2

1

2

1

1

1

2

2

2

2

2
1

1
tt

dt

t

dt

t

t

t

dt

x

dx
xdx


 .  

Αναλύω το κλάσμα 
)1)(1(

2

tt −+
 σε άθροισμα απλών κλασμάτων. Είναι 

 
)1)(1(

)(

)1)(1(

)1()1(

11)1)(1(

2

tt

t

tt

tt

tttt −+

++−
=

−+

++−
=

−
+

+
=

−+


.  

 Άρα 2,0 =+=−   απ’ όπου προκύπτει 1==  .  

Έτσι, 
tttt −

+
+

=
−+ 1

1

1

1

)1)(1(

2
 και το ολοκλήρωμα γίνεται 

t

t
tt

t

td

t

td

t

dt

t

dt

tt

dt

−

+
=−−+=

=
−

−
−

+

+
=

−
+

+
=

−+   

1

1
ln1ln1ln

1

)1(

1

)1(

11)1)(1(

2

.  

Άρα 
1

1
2ln

1
2

x

dx

xx






−

+

 = =

−
  + c. 
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3) Όταν ο εκθέτης των ολοκληρωμάτων  xdx
  και  xdx

  είναι περιτ-

τός αριθμός, τότε τα ολοκληρώματα αυτά μπορούν να υπολογιστούν και διαφορετικά 

ως εξής: Αναλύουμε τον περιττό αριθμητή σε γινόμενο ενός άρτιου και ενός πρωτο-

βάθμιου όρου και τον πρωτοβάθμιο όρο τον εισάγουμε στο διαφορικό, μετατρέπο-

ντας τον άρτιο όρο στον τριγωνομετρικό αριθμό του διαφορικού χρησιμοποιώντας 

την θεμελιώδη τριγωνομετρική ταυτότητα 1
22

=+ xx  . Π.χ. 

5 4 4 2 2
( ) (1 ) ( )xdx x xdx xd x x d x      =  = − = − − =     

2 4 2
(1 2 ) ( ) ( ) 2 ( )x x d x d x xd x     = − − + = − + −    

3 5

4
( ) 2

3 5

x x
xd x x c

 
  − = − + − +  

4) Επίσης, όταν ο εκθέτης των ολοκληρωμάτων  xdx
  και  xdx

  είναι 

άρτιος αριθμός, τότε τα ολοκληρώματα αυτά μπορούν να υπολογιστούν και διαφορε-

τικά ως εξής: Χρησιμοποιούμε τον τύπο της Τριγωνομετρίας 










−
=

+
=








−

−
=

2

21

2

21

21

12
2

2

2

2

2

x
x

x
x

x

x
x










   

και υποβιβάζουμε έτσι τις δυνάμεις του x  και x . Π.χ. 

c
xxx

xxd
xxx

dxx
xx

dx
x

xxddx

dxxxdx
x

dxxxdx

++−=++−=

=++−=
+

+−=

=+−=






 −
==



  

  

32

4

4

2

8

3
)4(4

32

1

84

2

4

)41(
8

1

4

2

42

41

4

1
)2(2

4

1

4

1

)2221(
4

1

2

21
)(

2

2

224
















 

5) Όταν έχουμε συνδυασμό γινομένου των x , x  με διαφορετικές δυνά-

μεις, της μορφής x xdx
   , εφαρμόζουμε την παρακάτω διαδικασία: 

α) Αν ένας απ’ τους εκθέτες, π.χ. ο κ είναι περιττός, τότε εκφράζουμε το 

x
  ως γινόμενο xx  


−1  (κ – 1 άρτιος) και εισάγουμε το x  στο διαφορικό 

ως )( xd − , και εκφράζουμε το x
1−  συναρτήσει του x , οπότε προκύπτει 

τελικά πολυωνυμικό ολοκλήρωμα.  
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β) Αν και οι δύο εκθέτες είναι άρτιοι, εκφράζουμε έναν από τους δύο (συνή-

θως εκείνον με τη μικρότερη δύναμη) συναρτήσει του άλλου, οπότε προκύπτει τελικά 

ολοκλήρωμα της μορφής  xdx
  ή  xdx

 . 

6) Τα ολοκληρώματα της μορφής  

  dxxx )()(  ,  dxxx )()(  ,  dxxx )()(    

εκφράζονται πάντα σε αθροίσματα ή διαφορές ολοκληρωμάτων απ’ τους γνωστούς 

τύπους της Τριγωνομετρίας: 

 

 

 )()(
2

1

)()(
2

1

)()(
2

1







−++=

+−−=

−++=

 

Παραδείγματα 

1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  xdxx
54  . 

Λύση 

Επειδή το συνημίτονο υψώνεται σε περιττή δύναμη, έχω (ειδική περίπτωση 5α): 

 
4 5 4 4 4 4

( )x xdx x x xdx x xd x       = = =    

 
4 2 2 4 4 2

(1 ) ( ) (1 2 ) ( )x x d x x x x d x      = − = + − =   

5 9 7

4 8 6
( ) ( ) 2 ( ) 2

5 9 7

x x x
xd x xd x xd x c

  
     = + − = + − +    

2) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  xdxx
42  . 

Λύση 

Έχουμε (ειδική περίπτωση 5β): 

   −=−= xdxxdxxdxxxdxx
644242

)1(  . 

Εκφράζουμε τα  xdx
4 , 

6
xdx  με τον αναγωγικό τύπο  . Είναι 

 







++=+=  x
xxxx

xdx
xx

xdx
2

1

24

3

44

3

4

3

2

3

4 



 , 
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.
8

3

8

3

46

5

66

5

6
3

5

4

5

6














+++

+=+= 

xxx
xx

xx
xdx

xx
xdx










 

Άρα c
xxxxxxx

xdxxdx ++++−=− 1616246

35

64 
  

3) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 4 5x xdx  . 

Λύση 

Είναι )()(2  −++= . Άρα  

 

1 1
4 5 2 4 5 ( 9 )

2 2

1 1 1 1
9 (9 ) 9

18 2 18 2

x xdx x xdx x x dx

xd x xdx x x c

     

   

= = + =

+ = + +

  

 

 

Ασκήσεις 

Να βρεθούν οι αναγωγικοί τύποι για τα παρακάτω ολοκληρώματα: 

α) = xdxI


 ln . (Απάντηση: 1ln −−= 



  IxxI ) 

β) 
−

= dxxeI
x 

 . (Απάντηση: 1,1 += −

−  



 IxeI
x ) 

γ) = dxxI


  )( . 

(Απάντηση: 2,)1()(1()( 2

12
−−−+= −

−  



 IxxxxI ) 

δ) = xdxxI 

 . (Απάντηση: 2

1
)1( −

−
−−+= 



  IxxxxI ) 

ε) = xdxxI 

 . (Απάντηση: 2

1
)1( −

−
−−+−= 



  IxxxxI ) 

στ) = .dx
x

x
I




 (Απάντηση: 21 )2)(1(

1

)2)(1(
−− −−

−
−−

−= 



I

x

x
I ) 

ζ) = .dx
x

x
I




(Απάντηση: 21 )2)(1(

1

)2)(1(
−− −−

−
−−

= 



I

x

x
I ) 

η) = .dx
x

e
I

x

  (Απάντηση: 
11 )1(

1

)1(
−− −

+
−

−= 


I
x

e
I

x

) 

ζ) = .xdxeI
x 

   (Απάντηση: 222

1

1

)1(

1

)(
−

−

+

−
+

+

−
= 











I

xxxe
I

x

) 

ι) = .xdxeI
x 

   (Απάντ.: 222

1

1

)1(

1

)(
−

−

+

−
+

+

+
= 











I

xxxe
I

x

). 
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Β. ΟΡΙΣΜΕΝΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

9.7  Ορισμός ορισμένου ολοκληρώματος 

Έστω )(xf  συνάρτηση συνεχής και ορισμένη στο κλειστό διάστημα [α, β]. Διαιρού-

με το διάστημα αυτό σε   υποδιαστήματα τα lll ...,,, 21
 παρεμβάλλοντας 1−  

σημεία τα 
121 ...,,, − , όπου    −121 ... , και θέτουμε 

0 =  

και  = . Συμβολίζουμε το μήκος του υποδιαστήματος 
1l  με 

011  −= x , του 
2l  

με 
122  −= x , …, του l  με 

1−−=  x . Σε κάθε υποδιάστημα εκλέγουμε ένα 

σημείο, το 
1x   στο x1 , το 

2x  στο x2 , …, το x  στο x  και σχηματίζουμε το 

άθροισμα 

xxfxxfxxfxxfS 





 +++==
=

)(...)()()( 2211

1

. 

Έστω   το μήκος του μεγαλύτερου υποδιαστήματος που εμφανίζεται στο άθροισμα 

S . Υποθέτουμε ότι ο αριθμός των υποδιαστημάτων αυξάνεται απεριόριστα, έτσι 

ώστε 0lim =
→




 . Τότε αποδεικνύεται ότι υπάρχει το  


=

→
=








1

)(lim xxfS  

και είναι το ίδιο, ανεξάρτητα απ’ τον τρόπο υποδιαίρεσης του διαστήματος [α, β] και 

την εκλογή των σημείων 
x  εφόσον το → .  

 Το 


S
→

lim  λέγεται ορισμένο ολοκλήρωμα (ή ολοκλήρωμα κατά Riemann) της 

συνάρτησης )(xf  και συμβολίζεται με 



dxxf )( . Οι αριθμοί α και β λέγονται κατώ-

τερο και ανώτερο όριο του ολοκληρώματος αντίστοιχα. 

9.8  Ιδιότητες ορισμένου ολοκληρώματος 

Έστω )(xf και )(xg δύο συνεχείς συναρτήσεις στο κοινό διάστημα ολοκλήρω-

σης [α, β]. Τότε, με τη βοήθεια του ορισμού αποδεικνύονται οι παρακάτω ιδιότητες: 

1.  =



0)( dxxf  

2.  −=







dxxfdxxf )()(  
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3.  =







dxxfkdxxfk )()( , όπου k σταθερή 

4. ( )  =











dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

5.   =+











dxxfdxxfdxxf )()()(  όταν    

6.  −=



 )()()( fdxxf  όπου    

Η ιδιότητα 6. είναι το θεώρημα της μέσης τιμής του Ολοκληρωτικού Λογισμού. 

Αν το πέρας β του διαστήματος [α, β] δεν είναι σταθερό αλλά μεταβάλλεται, 

τότε σε κάθε τιμή t του β, αντιστοιχεί και μια τιμή του ολοκληρώματος η 
t

dxxf


)( . 

Έτσι δημιουργείται μια συνάρτηση για το ορισμένο ολοκλήρωμα που τη συμβολί-

ζουμε με )(tF , δηλαδή =
t

dxxftF


)()( . Αποδεικνύεται ότι   )()( tftF =


. 

Με βάση την παραπάνω ιδιότητα αποδεικνύεται το θεμελιώδες θεώρημα του 

Ολοκληρωτικού Λογισμού που λέει ότι αν )(xf  είναι μια συνάρτηση συνεχής στο 

κλειστό διάστημα [α, β] και )(xF  είναι ένα αόριστο ολοκλήρωμα αυτής, δηλαδή  

 = )()( xFdxxf , τότε  

 −==







 )()()()( FFxFdxxf . 

9.8.1  Γεωμετρική ερμηνεία του ορισμένου ολοκληρώματος 

Έστω )(xf  μια συνάρτηση συνεχής και μη αρνητική, δηλ. 0)( xf , ορισμένη 

στο κλειστό διάστημα [α, β]. Έστω 

x  μια από τις υποδιαιρέσεις του 

διαστήματος [α, β] και x σημείο του 

διαστήματος αυτού. Αν )( xf  είναι 

η τιμή της συνάρτησης )(xfy =  για 

xx = , το )( xf  παριστάνει το ύ-

ψος της ορθογώνιας λωρίδας με βά-

ση το διάστημα x . (σχήμα 1). 

Δηλαδή το γινόμενο xxf  )(  παριστάνει το εμβαδό της λωρίδας αυτής.  
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Όταν το μήκος του διαστήματος αυτού τείνει στο μηδέν, και αθροίσουμε όλα τα 

γινόμενα xxf  )( , τότε θα πάρουμε το ορισμένο ολοκλήρωμα 



dxxf )( .  

Επομένως, γεωμετρικά το ορισμένο ολοκλήρωμα μιας συνεχούς μη αρνητικής 

συνάρτησης )(xf  ορισμένης στο διάστημα [α, β] εκφράζει το εμβαδό του χωρίου 

που περικλείεται από τη συνάρτηση )(xfy = , απ’ τις ευθείες =x  και =x , κα-

θώς και τον άξονα Ox.  

Αν η )(xf  αλλάζει πρόσημο σε 

πεπερασμένο πλήθος σημείων, π.χ. στα 

σημεία 
321 ,, xxx  όπως φαίνεται στο 

σχήμα 2, όπου   321 xxx , 

τότε το χωρίο χωρίζεται σε μέρη τα 

οποία βρίσκονται, άλλα μεν πάνω του 

Ox, άλλα κάτω αυτού. Τότε το ολοκλήρωμα  

 +++=






 3

3

2

2

1

1

)()()()()(
x

x

x

x

x

x

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf  

ισούται προφανώς με το αλγεβρικό άθροισμα των προσημασμένων εμβαδών των με-

ρών αυτού. Αν όμως θέλουμε το εμβαδόν του χωρίου χωρίς το πρόσημο, δηλαδή ως 

γεωμετρικό εμβαδό, τότε θα έχουμε  

 +++=


 3

3

2

2

1

1

)()()()(
x

x

x

x

x

x

dxxfdxxfdxxfdxxfE . 

 

Αν τώρα θέλουμε να βρού-

με το χωρίο που περιορίζε-

ται από τις καμπύλες 

)(11 xfy = , )(22 xfy =  και 

από τις ευθείες =x  και 

=x , όπου )()( 12 xfxf   

για   ,x , τότε προ-

φανώς το εμβαδό του χωρί-

ου αυτού θα είναι  

 dxxfxfE  −=



)()( 21 . (σχ. 3) 
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Παρατηρήσεις 

1) Αν θέλουμε να βρούμε το χωρίο 

που περικλείεται αφενός από τις καμπύ-

λες 
1 1

( )x y=  και 
2 2

( )x y= , οι οποίες 

είναι συναρτήσεις με ανεξάρτητη μετα-

βλητή το y (λυμένες ως προς x), και αφε-

τέρου από τις ευθείες =y  και =y  

(σχ. 3α), με τη δέσμευση 
2 1
( ) ( )y y   

για   ,y , τότε προφανώς το εμβα-

δό του χωρίου αυτού θα είναι  

 1 2
( ) ( )E y y dy




 = − . 

2) Αν για τον υπολογισμό ενός ορισμένου ολοκληρώματος απαιτείται κατά πα-

ράγοντες ολοκλήρωση, τότε ο γνωστός τύπος της ολοκλήρωσης αυτής γίνεται 

   −=











vduuvudv . 

3) Αν για τον υπολογισμό ενός ορισμένου ολοκληρώματος απαιτείται αλλαγή 

μεταβλητής με νέα συνάρτηση της μορφής )(xgu = , τότε το ορισμένο ολοκλήρωμα 

παίρνει νέα μορφή με νέα αλλαγμένα όρια και γίνεται 

( )  =
2

1

)())(()(
u

u
duufxgdxgf




 όπου )(1 gu =  και )(2 gu = . 

Έτσι, αν θέλουμε π.χ. να υπολογίσουμε το ορισμένο ολοκλήρωμα 
e

xdx
x1

ln
1

 εργα-

ζόμαστε ως εξής: Αυτό γίνεται 
e

xxd
1

)(lnln . Στο τελευταίο θέτουμε xxgu ln)( ==  

με 01ln)1(1 === gu , 1ln)(2 === eegu . Άρα  

2

1

2
)(lnln

1

0

2
1

01
=








== 
u

uduxxd
e

. 

Να σημειωθεί ότι, αν δεν θέλουμε να κάνουμε αλλαγή μεταβλητής στο δοσμένο ολο-

κλήρωμα, τότε θα έχουμε  

2

1

2

0

2

1

2

)1(ln

2

)(ln

2

)(ln
)(lnln

2222

1

2

1
=−=−=








=

ex
xxd

e
e
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Παραδείγματα 

1) Να βρεθεί το εμβαδό που περιλαμβάνεται μεταξύ της καμπύλης 2
xy = , του 

άξονα Ox και των ευθειών 3,1 == xx . 

Λύση 

Το ζητούμενο εμβαδό είναι η εστιγμένη επιφάνεια του σχή-

ματος 4 η οποία ως γνωστό δίνεται από το ολοκλήρωμα 

 
3

26

3

1

3

3

3

33
3

1

3

1

3
2

=−=== 
x

dxxE  τετρ. μονάδες.  

(Η ολοκλήρωση έγινε κατά τον άξονα των x). 

2) Να βρεθεί το εμβαδό που περιλαμβάνεται μεταξύ των δύο παραβολών 

xxy 6
2

1 +−=  και xxy 2
2

2 −= . 

Λύση 

Λύνοντας το σύστημα των δύο εξισώ-

σεων των παραβολών βρίσκουμε 0=x και 

4=x  που δίνουν αντίστοιχα 0=y  και 

8=y . Επομένως, τα σημεία τομής των πα-

ραβολών είναι τα (0, 0) και (4, 8). Απ’ τις 

γραφικές παραστάσεις των παραβολών φαί-

νεται ότι xxxx 62
22
+−− ,  4,0x . 

(Αυτό προκύπτει και απ’ τη λύση της ανισό-

τητας 0)4(2082
2

−− xxxx  που αλη-

θεύει για  4,0x ). Άρα το εστιγμένο εμ-

βαδό υπολογίζεται από το ολοκλήρωμα  

( )
3

64
044

3

4
24

3
2)82(

2
3

4

0

2
3

4

0

2
4

0
21 =−










+−=








+−=+−=−  x

x
dxxxdxyy τ. μ. 

3) Να βρεθεί η κοινή επιφάνεια των κύκλων 4:
22

1 =+ yxc , xyxc 4:
22

2 =+ . 

Λύση 

Ο κύκλος 
1c  έχει κέντρο την αρχή Ο και ακτίνα 2, ενώ ο κύκλος 

2c  έχει κέντρο 

το σημείο (2, 0) και ακτίνα 2. [Αυτό προκύπτει αν μετασχηματιστεί η εξίσωση του 

2c . Αυτή γράφεται 22222
2)0()2(4)44( =−+−=++− yxyxx ]. Λύνοντας το 
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σύστημα των δύο εξισώσεων των κύκλων βρίσκουμε τα κοινά σημεία τομής τους που 

είναι τα )3,1(),3,1( −  (σχ. 6). Φέρνοντας τις ευθείες 3=y  και 3−=y , παρα-

τηρούμε ότι το κοινό εμβαδό που θέλουμε να υπολογίσουμε αποτελείται από το εμ-

βαδό που περιέχεται μεταξύ των ευθειών 3=y , 3−=y , του άξονα των y και του 

κύκλου 
1c , μείον το εμβαδό που περιέχεται μεταξύ των ευθειών 3=y , 3−=y  

του άξονα των y και του κύκλου 
2c . 

Επομένως, θα λύσουμε τις εξισώσεις των κύκλων ως προς x (θεωρώντας το y 

ως ανεξάρτητη μεταβλητή), και θα ολο-

κληρώσουμε κατά τον άξονα των y, 

σύμφωνα με την παρατήρηση (1). 

 Η εξίσωση του κύκλου 
1c  δίνει  

 
222

44 yxyx −=−= ,  

και επειδή μας ενδιαφέρει το θετικό μέ-

ρος του 
1c , παίρνουμε τη συνάρτηση 

  
2

1 4 yx −= .  

 Η εξίσωση του κύκλου 
2c  δίνει  

 
222

4204 yxyxx −==+− ,  

και επειδή μας ενδιαφέρει το μέρος του 
2c  που περιέχει τα μικρότερα x που ανήκουν 

στο κοινό μέρος των κύκλων, παίρνουμε τη συνάρτηση   

 
2

2 42 yx −−= . Επομένως θα είναι: 

( )  −−−
−−=−−−−=−=

3

3

2
3

3

22
3

3
21 )14(2)42(4)( dyydyyydyxxE  

και επειδή το εμβαδό είναι συμμετρικό ως προς τον άξονα Ox, προκύπτει 

 −−=−−=
3

0

3

0

2
3

0

2
444)14(4 dydyydyyE . 

Υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα  − dyy
2

4 . Αυτό είναι της 6ης μορφής,  § 8.5.6. 

Θέτουμε 2=y  οπότε  ddy 2=  και 

  2444
22

=−=− y .  

Συνεπώς το ολοκλήρωμα γίνεται 
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 2 2
4 2 2 4y dy d d     − =  = =    

4 2 2
2 2

 
 

 
= + = + 

 
 

Όμως απ’ τη σχέση 
22

2
yy

y  === .  

Επίσης το αποτέλεσμα 2  γράφεται: 

  2
4

2

1
22

2

1
2 yy −==  . Άρα 

 
2

24
2

4
22 y
y

y
dyy +−=− .  

Επομένως το αποτέλεσμα του εμβαδού είναι: 

μ.τ.32
3

8
34

3
2432)0020(3

2

3
21

2

3
4

2
24

2
4)14(4

3

0

2
3

0

2

−=−+=−+−













−+=

=







−+−=−−= 




 y
y

y
y

dyyE

 

4) Να βρεθεί το εμβαδό της έλλειψης 1
2

2

2

2

=+


yx
. 

Λύση 

Το εμβαδό της έλλειψης μπορεί να θεωρηθεί 

ότι περικλείεται από τις ευθείες =x , 

−=x  και από τις καμπύλες 
2y , 

1y , όπου 

22

1 xy −−= 



, 22

2 xy −= 



 είναι 

οι ρίζες της εξίσωσης της έλλειψης  

1
2

2

2

2

=+


yx
 αν λυθεί ως προς y. (Η καμπύ-

λη 
1y  έχει αρνητικές τεταγμένες, ενώ η 

2y  έχει θετικές για ],[ −x ). Άρα 





−

−−

−=

=















−−−−=−=




























dxx

dxxxdxyyE

22

2222

12

2

)(
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Το ολοκλήρωμα  − dxx
22  υπολογίζεται όπως ακριβώς και το προηγούμενο του 

παραδείγματος 3, θέτοντας =x . Έτσι, έχουμε  

 






x

x
x

dxx
22

2
2222
+−=− . Άρα 

 
2

2 2 2 22 2

2 2

x x
E x dx x







  
  

  −
−

 
= − = − + = 

 
  

 
2 2 2 2

2 2
1 ( 1)

2 2 2 2 2 2

       
 

 

    
= − − =  −  − =    

    
 

 
2

2 2
.

4

 



=  =  

Ασκήσεις 

1) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που βρίσκεται πάνω από τον άξονα Ox και 

κάτω από την παραβολή xxy 4
2
+−= . (Απάντηση: 332  τ.μ.) 

2) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από την καμπύλη xy ln= , 

τον άξονα των x και την ευθεία ex = . (Απάντηση: 1 τ.μ.) 

3) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από την καμπύλη 2
yx =  και 

τις ευθείες 1=y , 8=y  και  x = 0 . (Απάντηση: 3511  τ.μ.) 

4) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται μεταξύ των παραβολών 

pxy 2
2
=  και pyx 2

2
= . (Απάντηση: 34

2
p  τ.μ.) 

5) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από την καμπύλη xy = , 

του άξονα των x και της ευθείας 3=x . (Απάντηση: 2ln  τ.μ.) 

6) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται μεταξύ των παραβολών 

2
xy = , 2

2
xy =   και της ευθείας xy 2= . (Απάντηση: 4 τ.μ.) 

7) Να βρεθεί το εμβαδό του μικρότερου από τα δύο μέρη που κόβει η ευθεία 

3=x  τον κύκλο 25
22
=+ yx . (Απάντηση: 

25 24
50 (1 3)

2




−
− τ.μ.) 

8) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από τις ευθείες 2=x , 6=x , 

τον άξονα των x και την παραβολή 67
2

+−= xxy . (Απάντηση: 356 τ.μ.) 

9) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από την ευθεία xy = και την 

παραβολή 2
xy = . (Απάντηση: 61 τ.μ.) 
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10) Να βρεθεί το εμβαδό των δύο τμημάτων στα οποία ο κύκλος 8
22
=+ yx  

τέμνεται από την παραβολή xy 2
2
= . (Απάντηση: μικρό:

3

46 +
, μεγάλο:

3

418 −
) 

11) Να βρεθεί το εμβαδόν που περικλείεται από τις καμπύλες 2
xy =  και 

3
xy = . (Απάντηση: 121=E ) 

12) Να βρεθεί το εμβαδόν που περικλείεται από τις καμπύλες 6
2

−−= xxy  

και την ευθεία 6−=y . (Απάντηση: 61=E ) 

13) Να βρεθεί το εμβαδόν που περικλείεται από την καμπύλη 3
xy =  και την 

εφαπτομένη της στο σημείο 1=x . (Απάντηση: 427=E ) 

9.9  Εφαρμογές ορισμένου ολοκληρώματος 

Από τον ορισμό του ορισμένου ολοκληρώματος μιας καμπύλης )(xfy =  προ-

κύπτουν διάφορες εφαρμογές του, στον υπολογισμό εμβαδών επιφανειών, μήκους 

μιας καμπύλης, όγκων επιφανειών εκ περιστροφής κ.τ.λ. Θα αναφέρουμε μερικές τέ-

τοιες εφαρμογές του. 

9.9.1  Εμβαδό χωρίου σε πολικές συντεταγμένες 

Έστω )( f=  η εξίσωση καμπύλης σε πολικές συντεταγμένες και ),( 11  , 

),( 22   δύο σημεία της καμπύλης, με 
1 = , 

2 =  δύο πολικές ακτίνες και 

1 = , 
2 =  δύο πολικές γωνίες. Θα ζητήσουμε το εμβαδό του χωρίου που περιέ-

χεται μεταξύ των δύο πολικών ακτίνων 
21 ,   και της καμπύλης )( f= . Υποθέ-

τουμε ότι η συνάρτηση )( f=  είναι συνεχής στο διάστημα ],[ 21   και μονότονη 

σ’ αυτό, π.χ. αύξουσα. 

Χωρίζουμε τη γωνία ΑΟΒ σε ν υποδιαιρέσεις με τις πολικές ακτίνες OAOP =0  

,, 21 OPOP  …, ,,1 ii OPOP −
 …, OBOPOP =−  ,1

. Στο σχήμα 8 φαίνεται ένας αντι-

προσωπευτικός τομέας ii OPP 1−  

γωνίας i  και ο αντίστοιχος 

κυκλικός τομέας 
ii OII 1−
 ακτίνας 

i  με ),( iii   εσωτερικό ση-

μείο του τμήματος ii PP 1−  της κα-
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μπύλης )( f= . Όπως ξέρουμε απ’ τη Γεωμετρία, το εμβαδό ενός κυκλικού τομέα 

ακτίνας R και γωνίας ω (σε ακτίνια) είναι 

2

..
2

1
RE = . Δηλαδή το εμβαδό του κυ-

κλικού τομέα 
ii OII 1−
 θα είναι ( ) .)(

2

1

2

1 22

..  iii fE ==  Όταν η γωνία i  

(σε ακτίνια) γίνει πολύ μικρή έτσι ώστε 0lim = i  και αυτό γίνεται όταν οι υπο-

διαιρέσεις της γωνίας γίνουν πάρα πολλές, οπότε το → , τότε το εμβαδό του κυ-

κλικού τομέα 
ii OII 1−
 είναι ισοδύναμο με το εμβαδό του τομέα 

ii OPP 1−
, οπότε το εμ-

βαδό που ζητάμε θα είναι: 

( ) ( )  ===
=

→

2

1

2

1

)(
2

1
)(

2

1
)(

2

1
lim

22

1

2 










 ddffE

i

ii . 

Ο τύπος αυτός ισχύει και όταν η )( f=  δεν είναι μονότονη σ’ όλο το διάστημα 

],[ 21   αλλά μονότονη σε πεπερασμένο πλήθος υποδιαστημάτων αυτού. 

Παράδειγμα 

Να βρεθεί το εμβαδό της καρδιοειδούς καμπύλης με εξίσωση σε πολικές συντε-

ταγμένες: )1(  += . 

Λύση 

Αν υποθέσουμε ότι 0 , τότε στο διάστημα [0, π] η )1(  +=  είναι 

μονότονη (φθίνουσα). Λόγω συμμετρίας, όπως φαίνεται στο σχήμα 9, αν υπολογί-

σουμε το πάνω μέρος, τότε το συνολικό εμβαδό θα είναι: 

 

2 2 2 2 2

0 0 0

1
2 ( ) (1 ) (1 2 )

2
E d d d

  

          =  = + = + + =    

 2 2 2

0 0
0

1 2
(1 2 ) 2

2
d d


   

       
+

= + + = + +   



    

462 

 

 
2 2 2 2

2 2

00

3
(1 2 ) (2 ) 2 2

4 4 2 2
d

     
         + + = + + = + = . 

Η παραπάνω καμπύλη ανήκει στην κατηγορία των επικυκλοειδών και είναι η καμπύ-

λη που διαγράφει ένα σταθερό σημείο Μ περιφέρειας κύκλου διαμέτρου α, ο οποίος 

κυλιέται (χωρίς τριβή) στο εξωτερικό ενός άλλου ίσου κύκλου. 

Ασκήσεις 

1) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περιλαμβάνεται εσωτερικά της καρδιο-

ειδούς  +=1  και εξωτερικά του κύκλου 1= . (Απάντηση: 42 +=E ) 

2) Να βρεθεί το εμβαδόν της κοινής περιοχής που δημιουργείται από τις καρ-

διοειδείς  +=1  και  −=1 . (Απάντηση: 2)83( −= E ) 

3) Να βρεθεί το εμβαδόν της περιοχής μέσα από τον κύκλο  5=  και έξω 

από την καμπύλη  += 2 . (Απάντηση: 3
3

8
+=


E ) 

4) Να βρεθεί το εμβαδόν της κοινής περιοχής που δημιουργείται από τους κύ-

κλους  4=  και  34= . (Απάντηση: 34
3

10
−=


E ) 

5) Να βρεθεί το εμβαδόν που δημιουργείται από τους κύκλους  =  και 

 += . (Απάντηση: 4)1( −= E ). 

9.9.2  Μήκος τόξου καμπύλης 

Έστω συνάρτηση  ορισμένη και συνεχής στο διάστημα [α, β] με πεπερασμένη 

και συνεχή παράγωγο )(xf   στο [α, β].  

Γεωμετρικά αυτό σημαίνει ότι η εφαπτομένη του τόξου της καμπύλης σε ο-

ποιοδήποτε σημείο αυτού δεν 

είναι παράλληλη προς τον άξο-

να Oy και ο συντελεστής κα-

τεύθυνσης της )(xf  είναι συ-

νεχής συνάρτηση της τετμημέ-

νης του σημείου επαφής. Θα 

ζητήσουμε λοιπόν με τις προϋ-

ποθέσεις αυτές να υπολογίσου-

με το μήκος του τόξου ΑΒ της 
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καμπύλης (σχ. 10). 

Παίρνουμε πάνω στο τόξο ΑΒ διαδοχικά σημεία 
iA   με τετμημένες 

  == − xxxxxx ii ...... 1210
.  

Η τεθλασμένη γραμμή ΑΑ1Α2…Β λέγεται πολυγωνική γραμμή εγγεγραμμένη στο 

τόξο ΑΒ. Η περίμετρος Π αυτής θα είναι 


=

−− −+−=


1

2

1

2

1 )()(
i

iiii yyxx . 

Από το θεώρημα της μέσης τιμής του διαφορικού λογισμού έχουμε 

)()( 11 iiiii fxxyy −=− −−
 όπου 

iii xx − 1
.  Άρα 

 
=

−
+−=




1

2

1 )(1)(
i

iii fxx . 

Το μήκος L του τόξου ΑΒ είναι η περίμετρος της πολυγωνικής γραμμής  ΑΑ1Α2…Β 

όταν 01 →=− − xxx iii
 για  i = 1, 2, …, ν.  

Αλλά η συνάρτηση  2)(1 if +  είναι συνεχής στο [α, β], επομένως, κατά τον ορι-

σμό του ορισμένου ολοκληρώματος είναι  

    dxxfxfL
i

ii 
=

→

+=+=
 




1

22
)(1)(1lim .                                            (1) 

Αν η καμπύλη c ορίζεται με παραμετρικές εξισώσεις ( ), ( )x t y t = = , τότε ως 

γνωστό η παράγωγος της συνάρτησης  y ως προς x είναι  

( )

( )
x

t
y

t






 =


 και ( )dx t dt= . Άρα 

   
2

2 2( )
1 ( ) ( ) ( )

( )

t
L t dt t t dt

t

 

 


  



 
  = +  = +  

  .                                   (2) 

Ειδικά, αν η καμπύλη έχει εξίσωση σε πολικές συντεταγμένες ],[),( 21  =  

τότε, ως γνωστό  == yx ,  (έκφραση των καρτεσιανών συντεταγμένων 

x, y συναρτήσει των ρ, θ). Έτσι,  




−=
d

dx
 και 


+=

d

dy
, οπότε 

22

22

)( 


+=







+









d

dy

d

dx
 και επομένως  

 +=
2

1

22
)(




 dL , όπου 






d

d
= .                                                            (3) 
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Παραδείγματα 

1) Να βρεθεί το μήκος περιφέρειας κύκλου 222
ayx =+ . 

Λύση 

Το τόξο ΒΓΑ του κύκλου (σχ. 11) έχει εξίσωση 

22
yay −= . Είναι 

22
xa

x
y

−

−
=  και 

2
2 2

2

2 2 2 22 2
( ) 1 1 1

x x a
y

a x a xa x

 −
 + = + = + = 

− −− 
.  

Άρα το μήκος του τόξου ΒΓΑ είναι (τύπος (1)): 

 
2

2

2 2 2 2
1 ( )

a
a a a

a a a
a

a dx x
L y dx dx

a x a x
 

− − −
−

= + = = = =
− −

    

    1 ( 1) 2 ( 2)      = − − = − − =  

Επομένως, το μήκος της περιφέρειας του κύκλου είναι 2=L . 

2) Να βρεθεί το μήκος της καρδιοειδούς )1(  += , όπου 0 . 

Λύση 

 

Εφαρμόζουμε τον τύπο (3) για πολικές συντεταγμένες  == yx , . 

 +=
2

1

22
)(




 dL . Είναι 





 ==

d

d
 και 2 2 2 2 2 2 2

( ) (1 ) 2 (1 )        + = + + = + . 

Ολοκληρώνοντας από 2−  μέχρι 2  παίρνουμε το μήκος του κλάδου ΟΑΒ δηλ. 

το μισό μήκος της καρδιοειδούς. Άρα το μήκος της L θα είναι  
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2 2
2 2 2

2 2

2

2

2 ( ) 2 2 (1 )

2 2(1 )

L d d

d

 

 





     

  

− −

−

= + = + =

= +

 


. 

Υπολογίζουμε τώρα το  +  d)1(2 .  

 Ως γνωστό από την Τριγωνομετρία έχουμε  

 
22

2






−+

=+ . Έτσι,  

Άρα.
24

2
24224

2

2424
2

2

2

2

2
2

2
1

2








+=
















−−








+=

=







−








+=

−+
=+=+

























  

 

2(1 ) 2 4
4 2 4 2 4 2

4
4 2

d d d
     

    

 


     
+ = + = + + =     

     

 
= − + 

 

  
 

Επομένως, το ορισμένο ολοκλήρωμα δίνει τελικά 

  

4)10(4
4444

4

24
4)1(2

2

2

2

2

=−−=















−−








+−=

=







+−=+=

−
−

















dL

 

Επομένως  842 ==L . 

3) Να βρεθεί το μήκος της καρδιοειδούς )1(  −= , όπου 0 . 

Λύση 

Το σχήμα της δοσμένης καρδιοειδούς είναι όμοιο με το προηγούμενο και προ-

κύπτει αν το προηγούμενο σχήμα περιστραφεί κατά γωνία 2+  (αντίθετη των δει-

κτών ωρολογίου) διότι )2(  +−= .  

Είναι  = , και επομένως 

24)22(2

)1(2)1()(

2222

2222222





==

=−=+−=+
  

(απ’ τον γνωστό τύπο της Τριγωνομετρίας:  2
212 −= ). 
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Η καμπύλη ορίζεται από  2έως0 == , αλλά λόγω συμμετρίας ως προς τον ά-

ξονα Ox, αρκεί να υπολογίσουμε το μήκος της καμπύλης που βρίσκεται πάνω από 

τον x και να διπλασιάσουμε το αποτέλεσμα. Έτσι, 





=−===

===

 







0 00

00

22

8)2(8)2()2(8)2(4

)2(22)2(42

dd

ddL

 

4) Να βρεθεί το μήκος της καμπύλης tex
t= , tey

t=  όταν το t παίρνει 

τιμές στο διάστημα  2,0  . 

Λύση 

Επειδή η καμπύλη δίνεται με την παραμετρική της μορφή θα είναι (τύπος (2)): 

( ) ( )
t

t
x t e t t   = = + , )()( ttety

t

t  −== , οπότε 

   
2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2
t t t

t t e t t e t t e      + = + + − = . 

Άρα το ζητούμενο μήκος θα είναι  

   
2 22 2 2

0 0
( ) ( ) 2

t
L t t dt e dt

 

  = + = =   

2 2
2

00
2 2 2( 1).

t t
e dt e e

 


= = = −  

Ασκήσεις 

1) Να βρεθεί το μήκος τόξου της καμπύλης 2)(
xx

eey
−

+=  από 0=x  μέχρι 

1=x . (Απάντηση: 
e

e
L

2

1
2
−

= ) 

2) Να βρεθεί το μήκος τόξου της καμπύλης 12
23
−= yx  για 20  y .  

(Απάντηση: )11919(
27

2
−=L ) 

3) Να βρεθεί το μήκος τόξου της καμπύλης )ln( xy =  όταν το x μεταβάλ-

λεται από 6  μέχρι 3 . (Απάντηση: 
3

32
ln

+
=L ) 

4) Να βρεθεί το μήκος τόξου της καμπύλης 23
27xy =  από 1=x  μέχρι 8=x .  

(Απάντηση: 55216 −=L ) 
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5) Η θέση ενός κινητού τη χρονική στιγμή t δίνεται απ’ τις σχέσεις 3
1 tx +=  

και 2
2 ty −= . Να βρεθεί η απόσταση που θα διανύσει αν ταξιδεύει από 0=t  μέχρι 

2=t . (Απάντηση: )11010(
27

8
−=L ) 

6) Να βρεθεί το μήκος της καμπύλης 2
2 =  για 20   .  

(Απάντηση: )122(
3

4
−=L ) 

7) Να βρεθεί το μήκος της καμπύλης 
3

3  =  όταν  0 . 

(Απάντηση: )433(
8

1
+=L ) 

8) Να βρεθεί το μήκος της καμπύλης  2=  όταν 133   . 

(Απάντηση: 
3

)21(
ln)22(2

2
+

+−=L ) 

9) Να βρεθεί το μήκος της καμπύλης  =  (σπείρα του Αρχιμήδη) όταν 

10   . (Απάντηση:  2)12ln(
2

++=


L ) 

10) Να βρεθεί το μήκος της καμπύλης ttx += , ty += 2  όταν το t με-

ταβάλλεται από 0 μέχρι  . (Απάντηση: 4=L ) 

11) Να βρεθεί το μήκος της καμπύλης (υποκυκλοειδούς ή αστροειδούς) με εξι-

σώσεις  3
=x  και  3

=y . (Απάντηση: 6=L ) 

12) Να βρεθεί το μήκος της καμπύλης xxy 6)3(
4
+=  όταν 31  x . 

(Απάντηση: 314=L ) 

13) Να βρεθεί το μήκος τόξου της καμπύλης 2
3

xy =  από 0=x  μέχρι 5=x . 

(Απάντηση: 27335 )  

14) Να βρεθεί το μήκος του τόξου της καμπύλης που δίνεται με παραμετρικές 

εξισώσεις 32
, tytx ==  από 0=t  μέχρι 4=t . (Απάντηση: 27)837296( − ) 

15) Να βρεθεί το μήκος του τόξου της παραβολής xy 2=  από το σημείο 

0=x  μέχρι το σημείο 1=x . (Απάντηση: 2)12ln( ++ ) 
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16) Να βρεθεί το μήκος του τόξου της καμπύλης xy ln=  από το σημείο  

2=x μέχρι το σημείο 3=x . (Απάντηση: ( ) 233)23(ln
2

1
+−+ ) 

17) Να βρεθεί το μήκος του τόξου της καμπύλης με παραμετρικές εξισώσεις 

)( tttx  += , )( ttty  −= , όπου ],0[,0   t . 

18) Ομοίως και της )22( ttx  −= )22( tty  −= , ],0[ t  

19) Να βρεθεί το μήκος της σπείρας  2
e=  από 0=  μέχρι  2= .  

(Απάντηση: )1(
2

5 4
−


e ) 

9.9.3  Όγκος στερεού εκ περιστροφής γύρω από τον άξονα 
Ox 

Έστω c μια καμπύλη με εξίσωση )(xfy = , όπου )(xf  είναι συνεχής συνάρτηση στο 

διάστημα ],[   και ],[,0)(  xxf . Θεωρούμε το χωρίο D που ορίζεται απ’ 

την καμπύλη c, τον άξονα Ox, και τις ευθείες  == xx , . Η περιστροφή του χωρί-

ου αυτού D γύρω από τον άξονα Οx παράγει ένα στερεό. Θα υπολογίσουμε τον όγκο 

του στερεού αυτού. 

Χωρίζουμε το διάστημα ],[   σε μικρότερα διαστήματα με τα σημεία  

  == − xxxxxx ii ...... 1210
.  Έστω 

im  και 
iM  οι άκρες τιμές της 

)(xf  σε κάθε ένα διάστημα ][ 1−−= iii xxx  για ...,,2,1=i  (σχ. 13). Ο όγκος του 

παραγόμενου στερεού προφανώς περιέ-

χεται μεταξύ των αθροισμάτων  


=





1

2

i

ii xm  και 
=





1

2

i

ii xM  

(το xm ii 
2

 είναι ο όγκος κυλίνδρου με 

ακτίνα βάσης im  και ύψος xi ). Αλλά 

όταν 0→ xi , τα δύο αθροίσματα έχουν 

κοινό όριο που είναι το ορισμένο ολο-

κλήρωμα   dxxf
2

)(



 . Επομένως, ο 

όγκος του στερεού είναι 

   ==







 dxydxxfV

2
2

)( .  
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Αν )(11 xfy =  και )(22 xfy =  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα ],[   και 

είναι ],[12  xyy , τότε ο όγκος του στερεού ο οποίος προκύπτει με περι-

στροφή γύρω από τον άξονα Ox του χωρίου που ορίζεται απ’ τις καμπύλες 

)(11 xfy = , )(22 xfy =  και τις ευθείες  == xx ,  δίνεται α’ τον τύπο 

 −=



 dxyyV )(

2

1

2

2 . 

Παραδείγματα 

1) Να βρεθεί ο όγκος ελλειψοειδούς εκ περιστροφής . 

Λύση 

Ελλειψοειδές εκ περιστροφής είναι το στε-

ρεό που προκύπτει όταν το τόξο Α´ΒΑ της 

έλλειψης 1
2

2

2

2

=+


yx
 περιστραφεί γύρω 

από τον άξονα Ox. Το τόξο Α´ΒΑ έχει εξί-

σωση 22
xy −= 




. Επομένως έχουμε 

τον όγκο  

μονάδες.κυβικές
3

4

3

4

33

3
)(

23

2

23
3

3
3

2

2

3
2

2

2
22

2

2
2










































==







−+−=

=







−=−==

−


x

xdxxdxyV

 

Παρατήρηση:  

Στην περίπτωση κύκλου (α = β) ο όγκος της σφαίρας απ’ την περιστροφή του κύκλου 

γύρω από τον άξονα Ox είναι 
3

4
3

 =ίV  όπου α η ακτίνα του κύκλου. 

2) Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που προκύπτει αν περιστρέψουμε την κα-

μπύλη xy =  στο διάστημα [1, 4] γύρω από τον άξονα Ox. 

Λύση 

Ο όγκος του στερεού εκ περιστροφής της xy =  γύρω από τον Ox θα είναι 

κ.μ.
2

15

2
8

2
)(

4

1

2
4

1

4

1

22 








=−===== 

x
xdxdxxdxyV  
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9.9.4  Όγκος στερεού εκ περιστροφής γύρω από τον άξονα 
Oy 

Στην περίπτωση που η περιστροφή της καμπύλης )(xfy =  γίνει γύρω από τον κατα-

κόρυφο άξονα Oy, τότε η σχέση που δίνει τον όγκο του στερεού αλλάζει.  

Έστω συνεχής και θετική συνάρτηση )(xfy =  ορισμένη στο διάστημα   , , 

που περιστρέφεται κατά 2π γύρω από τον κατακόρυφο άξονα Oy. Τότε αποδεικνύεται 

ότι το στερεό που προκύπτει έχει όγκο που δίνεται απ’ τη σχέση 

=



 dxxxfV )(2 .   

Αν η καμπύλη )(xfy =  δίνεται με την παραμετρική μορφή )(),( tyytxx ==  και η 

περιστροφή γίνει ως προς τον άξονα Oy, τότε η σχέση του όγκου γράφεται 

  =
2

1

)()(
2t

t
dttytxV   ή   =

2

1

)()(
2t

t
dttytxV   με  21,0)( tttty    

όπου βεβαίως είναι dttydy )(= . 

Αξιοσημείωτη παρατήρηση 

Αν η συνάρτηση )(xfy =  που μας δίνεται, με ],[ x  έχει αντίστροφη στο διά-

στημα αυτό την )(
1
yfx

−
=  με ],[ y , (όπου το ],[   είναι το πεδίο τιμών της 

)(xfy = ), τότε, κατά τον υπολογισμό των όγκων εκ περιστροφής, πρέπει να είμαστε 

προσεκτικοί ως προς τη μεταβλητή ολοκλήρωσης. Έτσι: 

• Αν ολοκληρώνουμε ως προς μία μεταβλητή (x ή y) και η περιστροφή γίνεται ως 

προς τον ίδιο άξονα (x ή y αντίστοιχα), τότε ο όγκος δίνεται από τις σχέσεις: 

 =



 dxxfV

2
)(  ή  

−
=




 dyyfV

21
)( . 

• Αν ολοκληρώνουμε ως προς μία μεταβλητή (x ή y) και η περιστροφή γίνεται ως 

προς τον άλλο άξονα (y ή x αντίστοιχα), τότε ο όγκος δίνεται από τις σχέσεις: 

=



 dxxxfV )(2  ή 

−
=




 dyyyfV )(2

1
. 

Παραδείγματα 

1) Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού που παράγεται αν περιστρέψουμε την 

καμπύλη 2
2 xy =  στο διάστημα [1, 2] γύρω από τον άξονα Oy. 

Λύση 
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Ο όγκος του στερεού που δημιουργείται από την περιστροφή της καμπύλης 

2
2 xy =  γύρω από τον άξονα Oy όταν 21  x  υπολογίζεται με βάση τον τύπο 

16lnln4
2

2)(2
2

1

2

1 2





====  xdx

x
xdxxxfV . 

2) Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού που προκύπτει αν περιστρέψουμε την 

εστιγμένη περιοχή R που ορίζεται από την παραβολή xy 8
2
=  και την ευθεία 0=x , 

στο διάστημα ]2,0[x  γύρω από τον άξονα Oy. (να λυθεί με δύο τρόπους) 

Λύση 

1ος τρόπος. Η εστιγμένη περιοχή R φαίνεται στο σχήμα 15. Άρα το διάστημα 

που κινείται το y είναι το  4,4−  (πεδίο τιμών των συναρτήσεων xy 82,1 = ). Αν 

ολοκληρώσουμε ως προς y (και επειδή η περιστροφή είναι ως προς τον άξονα Oy) θα 

χρησιμοποιήσουμε τον τύπο  
−

=



 dyyfV

21
)(  όπου 

8
)(

2
1 y
yfx ==

− . Άρα 

 
5

32

3208
)(

4

4

5
4

4

2
2

21 





==








==

−
−

−


y

dy
y

dyyfV  κυβικές μονάδες 

(Λόγω συμμετρίας του στερεού ως προς τον άξονα Ox, μπορούμε να καταλήξουμε 

στο ίδιο αποτέλεσμα παίρνοντας τα όρια του y από 

0 έως 4 και διπλασιάζοντας το τελικό αποτέλεσμα). 

2ος τρόπος. Αν τώρα αποφασίσουμε να ολο-

κληρώσουμε ως προς x (την περιστροφή δεν μπο-

ρούμε να την αλλάξουμε και παραμένει ως προς τον 

άξονα Oy), τότε  θα χρησιμοποιήσουμε τον τύπο 

=



 dxxxfV )(2 , όπου xxfy 8)( == . Λόγω 

συμμετρίας του στερεού, μπορούμε να ολοκληρώ-

σουμε μόνο τη θετική συνάρτηση και να διπλασιά-

σουμε το αποτέλεσμα. Τέλος, παρατηρούμε ότι η 

εστιγμένη περιοχή R περικλείεται από την καμπύλη 4=y  (πάνω καμπύλη) και την 

xy 8=  (κάτω καμπύλη). Έτσι, ο όγκος θα είναι 
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5

32
2

5

2
8)84(4)(22

2

0

252
2

0







=








−=−==  xxdxxxdxxxfV κ.μ. 

Ασκήσεις 

1) Να βρεθεί ο όγκος εκ περιστροφής γύρω από τον άξονα Ox της περιοχής που 

περιέχεται μεταξύ των παραβολών 2
xy =  και xy = . (Απάντηση: 103=V ) 

2) Να βρεθεί ο όγκος του στερεού εκ περιστροφής που παράγεται όταν το χω-

ρίο που δημιουργείται από την παραβολή 63
2

+−−= xxy  και την ευθεία 3=+ yx  

περιστραφεί γύρω από τον άξονα Ox.. (Απάντηση: 151792=V ) 

3) Έστω η περιοχή στο πρώτο τεταρτημόριο που ορίζεται από τις 3
xy =  και 

8=y . Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που δημιουργείται όταν η περιοχή περιστρα-

φεί γύρω από τον άξονα Oy. (Απάντηση: 596=V ) 

4) Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που δημιουργείται από την περιοχή R του 1ου 

τεταρτημόριου που περικλείεται από τις καμπύλες 2
,0 xyx ==  και 2

22
=+ yx , 

όταν η R περιστραφεί γύρω από τον άξονα Oy. (Απάντηση: 5)728( −= V ) 

5) Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που δημιουργείται από την περιστροφή της 

περιοχής R η οποία ορίζεται από τις καμπύλες 3
)2( −= xy  και 2−= xy , γύρω από 

τον άξονα Ox. (Απάντηση: 218=V ) 

9.9.5  Εμβαδό επιφάνειας εκ περιστροφής  

Έστω c μια καμπύλη με εξίσωση )(xfy = , όπου )(xf  είναι συνεχής συνάρτηση στο 

διάστημα ],[   και θετική σ’ αυτό, με συνεχή παράγωγο στο διάστημα ],[  . Η 

περιστροφή της καμπύλης c γύρω από τον άξονα Ox παράγει ένα στερεό του οποίου 

θα υπολογίσουμε την επιφάνεια.  

Χωρίζουμε με τα σημεία   == − xxxxxx ii ...... 1210
 το 

διάστημα ],[   σε ν μικρό-

τερα διαστήματα και θεω-

ρούμε την πολυγωνική γραμ-

μή BAAAA ii ...... 11 −
 που είναι 

εγγεγραμμένη στο τόξο ΑΒ 

(σχήμα 16). Η περιστροφή 
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της πολυγωνικής γραμμής γύρω από τον άξονα Ox παράγει ένα στερεό με μια επιφά-

νεια εκ περιστροφής ( S ) της οποίας το εμβαδό είναι το άθροισμα των εμβαδών 

των στοιχειωδών κόλουρων κώνων, επομένως είναι 


=

−

−

+
=



 
1

1

1
2

)(2
i

ii

ii

yy
AAS  

Αλλά 2

1

2

11 )()()( −−− −+−= iiiiii yyxxAA  και σύμφωνα με το θεώρημα της μέσης 

τιμής έχουμε )()( 11 iiiii fxxyy −=− −−
 όπου 

iii xx − 1
,  ...,,2,1=i . Άρα 

 211 )(1)()( iiiii fxxAA +−= −−
 και  

=

−

−

+
+−=



 
1

12

1
2

)(1)(2
i

ii

iii

yy
fxxS .  

Προφανώς το εμβαδό της επιφάνειας που γράφεται απ’ το τόξο ΑΒ θα είναι το 




S
→

lim  όταν 0)( 1 →− −ii xx . Αλλά τότε τα 
ix  και 

1−ix  τείνουν και τα δύο στο 
i  και 

επειδή η )(xf  είναι συνεχής στο ],[   θα είναι 

)(
2

)()(
lim 1

i

ii f
xfxf




=
+−

→
. 

Έτσι, απ’ τον ορισμό του ορισμένου ολοκληρώματος θα έχουμε 

    dxxfxfxff
i

iii )()(1)()(1lim
1

22

 
=

→

+=+
 


 . 

Άρα    +=+==







  dxyydxxfxfES x

22
)(12)()(12 .                (1) 

Με εντελώς ανάλογες σκέψεις, αν η καμπύλη )()(
1

ygyfx ==
−  (αντίστροφη 

της δοθείσας )(xfy = ) που ορίζεται στο διάστημα ],[   το οποίο είναι πεδίο τιμών 

της )(xfy = , περιστραφεί γύρω από τον άξονα Oy, το εμβαδόν της επιφάνειας εκ 

περιστροφής που δημιουργείται θα είναι 

   +=+==







  dyxxdyygygES y

22
)(12)()(12 .                         (2) 

Αν η καμπύλη δίνεται σε παραμετρική μορφή )(txx = , )(tyy = , 
21 ttt   τό-

τε dttxdx )(= , dttydy )(= , 

22

2

)(

)(
)( 








=








=

tx

ty

dx

dy
y x 


επομένως ο τύπος (1) γίνεται 

 +=+==
2

1

)()()(2)(12
222

t

t
x dttytytxdxyyES 




 ,                    (3) 

ενώ ο (2) γίνεται 
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 +=+==
2

1

)()()(2)(12
222

t

t
y dttxtytxdyxxES 




 .                     (4) 

Τέλος, στην περίπτωση που η καμπύλη )(xfy =  δίνεται σε πολικές συντεταγ-

μένες ως )( =  με 
21    τότε,  

• αν η )( =  περιστραφεί γύρω από τον άξονα Ox, αποδεικνύεται ότι 

 +=
2

1

)()()(2
22




 dE                                                            (5) 

• αν η )( =  περιστραφεί γύρω από τον άξονα Oy, αποδεικνύεται ότι 

 +=
2

1

)()()(2
22




 dE                                                          (6) 

Παραδείγματα  

1) Να βρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας εκ περι-

στροφής που δημιουργείται από την παραβολή xy 12
2
=  

από 0=x  μέχρι 3=x , όταν αυτή περιστραφεί γύρω από 

τον άξονα Ox.  

Λύση 

Υπολογίζουμε πρώτα την παράσταση 2
)(1 y+ .  

Είναι 
y

yyy
6

122 == . Άρα 
2

2

2

2 3636
1)(1

y

y

y
y

+
=+=+ . Εφαρμόζοντας τον τε-

λευταίο τύπο έχουμε 





+=+=

=+=
+

=+=

3

0

3

0

3

0

2
3

0 2

2
2

33436122

362
36

2)(12

dxxdxx

dxydxy
y

y
dxyyS









 

Είναι 
3

)3(2

121

)3(
)3()3(3

31
2

1

21
+

=
+

+
=++=+

+


xx

xdxdxx . Άρα 

 

μ.τ.)122(24)122(33
3

38
)12(3

3

38

)36(
3

38
)3(

3

38
334

33

33
3

0

3
3

0







−=−=−=

=−=+=+=  xdxxS
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2) Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας σφαίρας ακτίνας R. 

 

Λύση  

Θεωρούμε την εξίσωση του κύκλου 222
Ryx =+  

στο πρώτο τεταρτημόριο, όπως φαίνεται στο σχήμα 18. 

Περιστρέφουμε την καμπύλη γύρω από τον άξονα Oy, 

οπότε δημιουργούμε το πάνω ημισφαίριο του στερεού. 

Λόγω συμμετρίας, αρκεί να βρούμε το εμβαδόν του πάνω 

ημισφαιρίου και να διπλασιάσουμε το αποτέλεσμα. Αφού 

η περιστροφή είναι γύρω από τον άξονα Oy, το ζητούμενο εμβαδόν δίνεται απ’ τη 

σχέση 

 

.444

414

122

)(12)()(12

2

00

0

22

220

22

22

2

0

22

2

22

22

RRydyR

dyyR
yR

R
dyyR

yR

y

dyyR
yR

y

dyxxdyygygS

RR

RR

R

y

















===

=−
−

=−
−

+=

=−














−
−+=

=+=+=









 

Ασκήσεις 

1) Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας του στερεού που δημιουργείται 

από την περιστροφή της καμπύλης 4xy = , όταν 40  x . (Απάντηση: 17=E ) 

2) Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας του στερεού που δημιουργείται 

από την περιστροφή της καμπύλης xy 6
2
=  όταν 20  x , γύρω από τον άξονα Ox. 

(Απάντηση: ( )3377
3

32
−=


E ) 

3) Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας του στερεού που δημιουργείται 

από την περιστροφή της καμπύλης 2
xy =  όταν 20  x  γύρω από τον άξονα Oy. 

(Απάντηση: ( )5527
6

−=


E ) 
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4) Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας του στερεού που δημιουργείται 

από την περιστροφή της καμπύλης 3
2xy =  όταν 10  x , γύρω από τον άξονα Ox. 

(Απάντηση: ( )13737
54

−=


E ) 

5) Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας του στερεού που δημιουργείται 

από την περιστροφή της κυκλοειδούς καμπύλης )( ttx  −= , )1( ty  −=  

όταν 0,20  t  γύρω από τον άξονα Ox. (Απάντηση: 
3

64
2

=E ) 

6) Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας του στερεού που δημιουργείται 

από την περιστροφή της κυκλοειδούς καμπύλης )( ttx  −= , )1( ty  −=  

όταν 0,20  t  γύρω από τον άξονα Oy . (Απάντηση: 22
16 =E ) 

7) Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας του στερεού που δημιουργείται 

από την περιστροφή της καμπύλης xy =  και τον οριζόντιο άξονα όταν ]2,0[x , 

γύρω από τον άξονα Ox. (Απάντηση: 
3

13
=E ) 

8) Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας του στερεού που δημιουργείται, 

αν περιστραφεί η έλλειψη 44
22
=+ yx  γύρω από το μεγάλο της άξονα (Ox). (Απά-

ντηση: ( )349
9

2



+=E ) 


