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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

Επικαμπύλια και Επιεπιφάνεια ολο-
κληρώματα 

Α. ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 
Τα επικαμπύλια ολοκληρώματα αποτελούν επέκταση της έννοιας του απλού ολοκλη-

ρώματος στην περίπτωση κατά την οποία το πεδίο ολοκλήρωσης είναι το τμήμα μιας 

επίπεδης ή τρισδιάστατης καμπύλης. Έχουν πολλές εφαρμογές στη Φυσική, σπουδαι-

ότερες των οποίων είναι αυτές που αναφέρονται στο έργο και στο δυναμικό ενός πε-

δίου δυνάμεων. 

6.1  Ορισμός επικαμπύλιου ολοκληρώματος 

Έστω c μια καμπύλη στο επίπεδο xOy με εξίσωση )(xfy =  που συνδέει τα σημεία 

),(και),( 2211  BA  (σχήμα 44). Έστω ακόμα δύο μονότιμες συνεχείς συναρ-

τήσεις δύο μεταβλητών, οι 

),( yxP  και ),( yxQ  που 

μπορούν να οριστούν για 

όλα τα σημεία της c (οι συ-

ναρτήσεις P και Q παριστά-

νουν στον R3 ως γνωστό 

επιφάνειες).  

Υποδιαιρούμε τώρα την c σε ν τμήματα, εκλέγοντας ν – 1 σημεία πάνω σ’ αυτή 

με συντεταγμένες:   

),(),(,),,(),,(,),,(),,(),( 2211110011    −− yxyxyxyxyx kkkk   

 Θέτουμε  ,,2,1και 11 =−=−= −− kyyyxxx kkkkkk
 

και ορίζουμε τα σημεία ),( kk   στη c έτσι ώστε να βρίσκονται μεταξύ των σημείων  

  ),( ),,( 11 kkkk yxyx −− .  

Κατόπιν σχηματίζουμε το άθροισμα 
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 ( ) ( ) 
=

+



1

,,
k

kkkkkk yQxP . 

Το όριο του αθροίσματος αυτού (αν υπάρχει) όταν ν → , έτσι ώστε όλες οι ποσότη-

τες και 1, 2, ,  =
k k

x y k   να τείνουν στο μηδέν, λέγεται επικαμπύλιο ολοκλή-

ρωμα των ( , ) και ( , )P x y Q x y  ως προς x και y κατά μήκος της καμπύλης c και συμ-

βολίζεται με 

 ( , ) ( , ) ή+ + c AB
P x y dx Q x y dy Pdx Qdy . (1) 

Όπως γίνεται φανερό, η τιμή του ολοκληρώματος αυτού εξαρτάται γενικά απ’ τις συ-

ναρτήσεις P και Q, τη συγκεκριμένη καμπύλη c και από τα όρια Α και Β. 

Εντελώς ανάλογα μπορεί να οριστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα κατά μήκος 

μιας καμπύλης c στον τρισδιάστατο χώρο ως 

 
( ) ( ) ( )

1

lim , , , , , ,
→

=

 +  +  =  

= + +





k k k k k k k k k k k k

k

c

P x Q y R z

Pdx Q dy R dz




        

 (2) 

όπου P, Q, R, είναι συναρτήσεις των x, y, z. 

Ένας άλλος τρόπος ορισμού του επικαμπύλιου ολοκληρώματος κατά μήκος 

μιας καμπύλης c στο επίπεδο xOy με εξίσωση )(xfy = , είναι ο παρακάτω (γενικός):  

Αν το 
ks  συμβολίζει το μήκος του τόξου της καμπύλης c μεταξύ των σημείων 

),( 11 −− kk yx  και ),( kk yx  τότε το  

 ( )
1

lim , ( , )
→

=

 = k k k
c

k

A s A x y ds



   (3) 

λέγεται επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της συνάρτησης ),( yxA  ως προς s κατά μήκος 

της καμπύλης c. Η επέκταση του ορισμού αυτού μπορεί να γίνει για καμπύλη c που 

αναφέρεται στο χώρο R3 και με συνάρτηση ),,( zyxA  ή ακόμα να γενικευθεί σε χώρο 

περισσοτέρων διαστάσεων.  

Στον R3 και με συνάρτηση ),,( zyxA , ορίζεται ως: 

 ( )
1

lim , , ( , , )
→

=

 = k k k k
c

k

A s A x y z ds



    (4). 
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6.2  Υπολογισμός επικαμπύλιου ολοκληρώματος 

Ο υπολογισμός του επικαμπύλιου ολοκληρώματος εξαρτάται κυρίως, τόσο απ’ τη 

μορφή του ολοκληρώματος, όσο και απ’ τον τρόπο που δίνεται η καμπύλη c. Έτσι: 

1η περίπτωση: Η  c δίνεται με παραμετρικές εξισώσεις 

i) Αν η καμπύλη c δίνεται στο επίπεδο με τις παραμετρικές της εξισώσεις  

 )(),( tyytxx ==  

τότε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα (1) της 6.1 γίνεται  

 ( ) ( )
2

1

( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( )
t

t
P x t y t x t dt Q x t y t y t dt +  (1)  

γιατί dttydydttxdx )(,)( ==  ενώ 
21 , tt εκφράζουν τις τιμές του t που αντιστοιχούν 

στα σημεία Α και Β. 

ii) Παρόμοια εργαζόμαστε αν η καμπύλη c ορίζεται στο χώρο και δίνεται με τις 

παραμετρικές της εξισώσεις  

 )()(),( tzztyytxx === .  

Τότε οι συναρτήσεις ),,( zyxP , ),,( zyxQ , ),,( zyxR  γίνονται:  

 ( ))(),(),( tztytxP , ( ))(),(),( tztytxQ , ( ))(),(),( tztytxR   

και επομένως το ολοκλήρωμα (2) της 6.1 γίνεται: 

 ( ) ( ) ( )
2

1

( ) ( ) ( )
t

t
P t x t dt Q t y t dt R t z t dt  + +  (2) 

2η περίπτωση: Η  c δίνεται με την εξίσωση  ( ) ( )y f x x y= = ή  . 

i) Αν η καμπύλη c δίνεται στο επίπεδο (z = 0) με την εξίσωση )(xfy = , τότε το 

ολοκλήρωμα (1) της 6.1 υπολογίζεται αν αντικαταστήσουμε το y με )(xf  και το dy 

με dxxf )(  οπότε προκύπτει το ολοκλήρωμα 

   
2

1

( , ( )) ( , ( )) ( )P x f x dx Q x f x f x dx



+   (3) 

όπου 
21,   είναι οι τετμημένες των σημείων Α, Β. 
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ii) Αν τώρα η c δίνεται στο επίπεδο με την εξίσωση ( )=x y , τότε το ολοκλή-

ρωμα (1) της 6.1 παίρνει εντελώς ανάλογα τη μορφή 

 ( ) ( )
2

1

( ), ( ) ( ), + P y y y dy Q y y dy



                                          (4) 

όπου τώρα 
21 ,   είναι οι τεταγμένες των σημείων Α, Β. 

iii) Στην περίπτωση που η καμπύλη c δίνεται στο χώρο ως τομή δύο επιφανειών 

  ( , , ) 0 και ( , , ) 0= =f x y z g x y z ,  (5) 

τότε μετασχηματίζουμε τις (5) σε παραμετρικές εξισώσεις της μορφής  

 )(),(),( tzztyytxx ===  ως εξής: 

Αν 0
),(

),(
=

P
zyD

gfD
J  σε μια περιοχή του Ρ, όπου ),,( zyxP  τυχαίο σημείο που επα-

ληθεύει τις (5), τότε απ΄ το θεώρημα 2.5.2 πεπλεγμένων συναρτήσεων, οι εξισώσεις 

(5) μπορούν να λυθούν ως προς y και z συναρτήσει του x, και θεωρώντας το x ως πα-

ράμετρο παίρνουμε μια παράσταση της καμπύλης c, της μορφής: 

)(),(, xzzxyyxx === , οπότε θέτοντας )(),(, tzztyytx ===   

έχουμε τις παραμετρικές εξισώσεις της c, δηλαδή την 1η περίπτωση  (ii). 

3η περίπτωση: Η c δίνεται με παράμετρο το τόξο s 

i) Αν το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα είναι της μορφής (3) της 6.1 όπου η καμπύλη 

c είναι επίπεδη της μορφής )(xfy = , τότε αποδεικνύεται ότι το ολοκλήρωμα αυτό 

γράφεται: 

 ( )  
2

1

2
( , ) , ( ) 1 ( )

c
A x y ds A x f x f x dx




= +    (6) 

ενώ, αν η καμπύλη c δίνεται με τη μορφή ( )=x y , τότε 

  ( )  
2

1

2
( , ) ( ), 1 ( )= + 

c

A x y ds A y y y dy



  . (7) 

Πράγματι, αν Δs είναι ένα στοιχειώδες μήκος πάνω στη 

c στο xOy, τότε (σχήμα 45): 

222
)()()( yxs +   

και διαιρώντας με Δx (ή Δy αντίστοιχα) έχουμε  
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2222

1ή1 











+
























+













y

x

y

s

x

y

x

s
.  

Άρα 

 2

0
lim 1
 →


= =  +

x

ds s
y

dx x
 οπότε )0(1

2
+= dsdxyds   ή 

 2

0
lim 1
 →


= =  +

y

ds s
x

dy y
 οπότε )0(1

2
+= dsdyxds . 

ii) Αν η εξίσωση της καμπύλης )(xfy =  εκφράζεται με τις παραμετρικές εξι-

σώσεις   )(),( tyytxx == , τότε θα είναι 

 dtyxds
22  += ,  όπου 

dt

dy
y

dt

dx
x ==  ,  οπότε 

 ( )  +=

c

t

t

dtyxtytxAdsyxA
2

1

22
)(),(),(   (8) 

όπου 
21 , tt  είναι οι τιμές που αντιστοιχούν στα σημεία ),(και),( 2211 yxByxA . 

iii) Τέλος, αν το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα είναι της μορφής (4) της 6.1, εκφρά-

ζοντας την c με παραμετρικές εξισώσεις της μορφής  

 )(),(),( tzztyytxx ===  θα έχουμε 

 ( )
2

1

2 2 2
( , , ) ( ), ( ), ( )= + + 

t

c t
A x y z ds A x t y t z t x y z dt  (9) 

4η περίπτωση: Η c δίνεται με πολικές συντεταγμένες 

Στη περίπτωση που η καμπύλη c εκφράζεται στο επίπεδο xOy με πολικές συ-

ντεταγμένες, δηλαδή είναι της μορφής  

 
1 2

( ), όπου=        , τότε αποδεικνύεται ότι: 

 ( )
2

1

2 2
( , ) , = + AB

A x y ds A d



     ,  (10) 

όπου 







=+===






d

d
ddsyx

22
και,  

6.3  Ιδιότητες επικαμπύλιων ολοκληρωμάτων 

Τα επικαμπύλια ολοκληρώματα έχουν ιδιότητες ανάλογες με εκείνες των συνη-

θισμένων ολοκληρωμάτων. Π.χ. 
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 1. 
AB AB AB

Pdx Qdy Pdx Qdy+ = +   . 

 2. 
AB AB AB

Pdx Q dy Pdx Qdy   + = +   . 

 3. 
AB BA

Pdx Qdy Pdx Qdy+ = − +  , 

ενώ αν δίνεται στη γενική του μορφή:  

     ( , , ) ( , , )
AB BA

A x y z ds A x y z ds= −  . 

 4. 
AB AE EB

Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy+ = + + +   , 

όπου Ε ένα άλλο σημείο μεταξύ των Α, Β της c. 

 5.  Όπως τονίστηκε στην αρχή, η τιμή του επικαμπύλιου ολοκληρώματος 

AB
Pdx Qdy+  δεν εξαρτάται μόνο από τα άκρα Α και Β της καμπύλης, αλλά και από 

την ίδια την καμπύλη που συνδέει τα σημεία αυτά. Στη περίπτωση όμως, στην οποία 

η ολοκληρωτέα παράσταση QdyPdx +  είναι ολικό διαφορικό μιας συνάρτησης 

),( yxf  δηλαδή  QdyPdxdf += , (όπως τη γνωρίσαμε στην παράγραφο 2.5), τότε η 

τιμή του ολοκληρώματος εξαρτάται μόνο από τα σημεία Α και Β και όχι από την κα-

μπύλη c η οποία συνδέει τα σημεία αυτά. 

Πράγματι, τότε είναι προφανώς 
y

f
Q

x

f
P




=




= , . Και αν οι εξισώσεις της κα-

μπύλης είναι )(),( tyytxx ==  και α, β είναι οι τιμές της t που αντιστοιχούν στα ση-

μεία ),(),,( 2211 yxByxA , τότε η συνάρτηση ),( yxf  γίνεται ( ) )()(),( tFtytxf = .  

Είναι δε: 

dt

dy
Q

dt

dx
P

dt

dy

y

f

dt

dx

x

f
tF +=




+




= )(  και dFdttFQdyPdx ==+ )( .  

Άρα 

2 2 1 1
( ) ( ) ( , ) ( , )

AB
Pdx Qdy dF F F f x y f x y




 + = = − = −   

για οποιαδήποτε καμπύλη που συνδέει τα ),(και),( 2211 yxByxA . 

 6. Απ’ τη σχέση (3) ή (4) της 6.1, αν 1),,(ή1),( == zyxAyxA , τότε το 

c
ds  εκφράζει το μήκος της καμπύλης c στο επίπεδο ή στο χώρο αντίστοιχα. Ειδικά 
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αν η καμπύλη είναι κλειστή, τότε το μήκος της L βρίσκεται απ’ τον τύπο: 
c

L ds=   

όπου το σύμβολο  δηλώνει ολοκλήρωμα κατά μήκος κλειστής καμπύλης της οποί-

ας η αρχή Α και το πέρας Β συμπίπτουν και η φορά διαγραφής είναι αντίθετη των 

δεικτών του ωρολογίου. 

 7. Στην περίπτωση που η ολοκληρωτέα παράσταση 

είναι ολικό διαφορικό μιας συνάρτησης, το επικαμπύλιο ολο-

κλήρωμα σε μια κλειστή καμπύλη ΑΒΑ είναι μηδέν.  Πράγματι, 

τότε θα είναι (σχήμα 46):  

 
=  (διότι ως ολικό διαφορικό, δεν εξαρτάται από την c) 

ή 
 

= −  ή     0
 

+ =  , δηλαδή 0= . 

Παρατηρήσεις 

1. Οι παραπάνω ιδιότητες 1. – 5. ισχύουν και για επικαμπύλια ολοκληρώματα 

της μορφής 
AB

Pdx Qdy Rdz+ +  κατά μήκος μιας καμπύλης στο τρισδιάστατο χώρο. 

2. Το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα στη γενική του μορφή: 

 ( , , )
c
A x y z ds   

λέγεται επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της αριθμητικής συνάρτησης ),,( zyxA  κατά μή-

κος της καμπύλης c, ή επικαμπύλιο ολοκλήρωμα 1ου είδους,  

ενώ στην ειδική του μορφή: 

 
c
Pdx Qdy+  (στο επίπεδο) ή 

c
Pdx Qdy Rdz+ +  (στο χώρο)  

λέγεται επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της διανυσματικής συνάρτησης 

 00 ),(),(),( yyxQxyxPyxF


+=  στο επίπεδο ή 

 000 ),,(),,(),,(),,( zzyxRyzyxQxzyxPzyxF


++=  στο χώρο 

κατά μήκος της καμπύλης c, ή επικαμπύλιο ολοκλήρωμα 2ου είδους.  

3. Μεταξύ επικαμπύλιου ολοκληρώματος 1ου και 2ου είδους υπάρχει συσχέτιση 

(μετατροπή) που θα αναφερθεί στην επόμενη παράγραφο 6.4. 
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Παραδείγματα 

1) Να βρεθεί η τιμή του επικαμπύλιου ολοκληρώματος  

 ( ) ( ) ( )
c

I y z dx z x dy x y dz= + + + + +  

όπου c είναι η έλικα με παραμετρικές εξισώσεις tztytx === ,5,5   (σχήμα 

37), για α = 5, β = 1, απ’ το σημείο t = 0 μέχρι t = 2π. 

Λύση 

Είναι dtdztdtdytdtdx ==−= ,5,5  . Άρα 

 ( )( ) ( )( ) ( )  =++++−+=



2

0
555555 dttttdttttdtttI

 ( ) =++++−−=



2

0

2
55255525 dtttttttttt  

  +++−=
 


2

0

2

0

2

0

2
)(5)(525 ttdttdtdt  

  =+++
 


2

0

2

0

2

0
55)(25 tdttdtttd  

 +




 −+








+−−=





    





 2

0

2

0

2

0

5
22

25 tdttt
ttt

 

 



  






−+







+





 −+ 










2

0

2

0

2

0

2
2

0

2

0
55

2
255 tt

t
tdttt  

Είναι 0,10,25 =====−=  .  

  Άρα 15−=I . 

 2) Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  

   + dyxyydxx
22

53  

κατά μήκος της καμπύλης 3
xy =  από το σημείο Α(1, 1) μέχρι το Β(2, 8). 

 Λύση 

Οι παραμετρικές εξισώσεις του τόξου ΑΒ της καμπύλης είναι  

 ]2,1[,,
3

== ttytx . Άρα dttdydtdx
2

3, == , οπότε 
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1566
2

3

2
)153(

)353(53

2

1

10

2

1

6
2

1

95

2

1

263222

=







+








=+=

=+=+





t
t

dttt

dttttttdyxyydxx

 

 3) Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  −=
c

dyxdxyI
22 , 

όπου c είναι ο κύκλος 1)1()1(
22
=−+− yx . 

 Λύση 

Οι παραμετρικές εξισώσεις του κύκλου είναι (ακτίνα α = 1) 

 txtx  +==− 11  και tyty  +==− 11 , ]2,0[ t . 

Επίσης, tdtdytdtdx  =−= , . Επομένως το Ι γίνεται: 

  =+−−+=−=



2

0

2222
)1()()1( tdtttdttdyxdxyI

c
 

  =+++++−=



2

0

3232
)22( dttttttt  

 


4)2(
2

0

33
−=++++−=  dttttt  

(βλέπε παράγρ. 8.6 αναγωγικών τύπων στο παράρτημα, παρατήρηση 3). 

4) Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα ( )
AB

I x z ds= −  όπου το τόξο 

ΑΒ είναι το τόξο της έλικας , ,x t y t z t = = =  και )2,1,0(),0,0,1( BA . 

Λύση 

Τα άκρα Α και Β αντιστοιχούν στις τιμές 2,0 21 == tt . Στη συνέχεια εφαρμόζουμε 

το τύπο (9) της 6.2 και έχουμε: 

 ( )2 2 2

0
( ) 1

AB
x z ds t t t t dt



  − = − + + =   

 

( )
2

2

0
2 2 1

8
t t dt

 


 
= − = − 

 


 
5) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 

2
1AB

yz
I ds

x
=

+  στο τόξο ΑΒ της καμπύλης 

c: 32

3
2,1 xzxy =+=  όπου Α(0, 1, 0) και Β(3, 10, 18). 
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Λύση 

Θέτουμε x = t οπότε η παραμετρική παράσταση της καμπύλης είναι: 

 32

3
2)(,1)(,)( ttzzttyyttxx ==+====   

όπου 30  t  (προκύπτει απ’ τις μεταβολές του x: 30  x ). Άρα 

 ( ) dttdtttdtzyxds
2222222

21)2()2(1 +=++=++=  .  

Επομένως το ολοκλήρωμα γίνεται 

 
( )

( ) ( )

2 3

3 3
2 3 2

20 0

2
1

2 3513 1 2 1 2
1 3 2

t t

I t dt t t dt
t

+

= + = + =
+  . 

6) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
c
xyzds  όπου c είναι το τόξο του κύκλου: 

(τομή της σφαίρας 4
222
=++ zyx  με το κύλινδρο 1

22
=+ yx ) 0,,για zyx . 

Λύση 

Είναι )0(3z41
2

==+ zz . Θέτουμε , , 3x t y t z = = = . 

Επομένως οι παραμετρικές εξισώσεις του κύκλου c είναι: 

 , , 3x t y t z = = =  με 20  t  

(επειδή 0,, zyx  οπότε 0 0 2t t     ). Επίσης είναι: 

 
2 2

0ds t t dt dt = + + = . Άρα 

 2 2 2

00 0

3 3 3
3 2 (2 ) 2

4 4 2
I t t dt td t t

  

   = = = − =  . 

7) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: ( ) ( )2 2

AB
I x y dx y x dy= − + + : 

α) κατά μήκος της ευθείας γραμμής που ενώνει τα σημεία (0, 1) και (1, 2). 

β) κατά μήκος της ευθείας γραμμής απ’ το (0, 1) ως το (1, 1) και το (1, 1) ως το (1, 2). 

γ) κατά μήκος της παραβολής 1
2
+= xy  απ’ το (0, 1) στο (1, 2) (σχήμα 47). 
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Λύση 

α) Η εξίσωση της ευθείας που συνδέει τα σημεία (0, 1) και (1, 2) στο επίπεδο 

xOy είναι 

 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−

−
=

−

−
  ή 1+= xy  όπου )2,1(),(),1,0(),( 2211 == yxyx  

Είναι  dy = dx άρα κατά μήκος της ευθείας 1+= xy  είναι: 

    ( )  
3

5

3
222)1()1(

1

0

23

1

0

1

0

222
=+=+=++++− =

xxdxxxdxxxdxxx
x

 

β) Κατά μήκος της ευθείας από το (0, 1) ως το (1, 1), η 

εξίσωσή της είναι y = 1, οπότε dy = 0 και το επικαμπύλιο 

ολοκλήρωμα  I  γίνεται 

( )
3

2

3
0)1(1

1

0

1

0

3
2

1 −=







−=++−=  =x

x
x

xdxxI  

Κατά μήκος τώρα της γραμμής απ’ το (1, 1) ως το (1, 2) η 

εξίσωσή της είναι x = 1, οπότε  dx = 0 και το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  I  γίνεται 

 ( )
2

3
2

2 2

2
1

1

10
1 0 ( 1)

3 3y

y
I y y dy y

=

 
= −  + + = + = 

 
 . 

Επομένως η τιμή του I απ’ το (0, 1) στο (1, 1) και από κει στο (1, 2) είναι: 

 
3

8

3

10

3

2
21 =+−=+ II . 

γ) Κατά μήκος της παραβολής 1
2
+= xy  θα είναι xdxdy 2= , οπότε το ολο-

κλήρωμα I  παίρνει τη μορφή: 

 ( ) ( )
1 2

2 2 2

0
1 1 2

x
I x x dx x x xdx

=

  = − + + + + =
      

 ( )
1

5 3 2

0
2 4 2 2 1 2

x
x x x x dx

=
= + + + − = . 

8) Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα AB yds  όπου ΑΒ είναι το τόξο 

της καμπύλης με εξίσωση xy 2=  και το x μεταβάλλεται από x = 3 μέχρι x = 24. 
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Λύση 

Εφαρμόζοντας το τύπο (6) της 6.2 έχουμε 
x

y
2

1
2= , άρα 

x
y

12
=  οπότε 

( ) =+=+=+==
24

3

24

3

2
324

3
1561

3

4
12)1(12 xdxxdxxxydsI

AB
. 

9) Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  ++
c

dszyx )(
222  

όπου c είναι το τόξο της καμπύλης tztytx  === ,, , με αρχή το ση-

μείο Α(α, 0, 0) και πέρας το Β(α, 0, 2πβ). 

Λύση 

Το σημείο Α(α, 0, 0) αντιστοιχεί στην τιμή  t = 0, και το Β(α, 0, 2πβ) στην t = 2π της 

παραμέτρου t. Επίσης  ==−= ztytx  ,, . Άρα 

 =++++=++



2

0

222222222222
)()( dtzyxtttdszyx

c
  

=







++=++= 






2

0

3
2222

2

0

22222

3
)(

t
tdtt  









++=

3

8
2

23
222 

 . 

10) Να υπολογιστεί το μήκος της περιφέρειας κύκλου c χρησιμοποιώντας επι-

καμπύλιο ολοκλήρωμα όταν η εξίσωση του κύκλου είναι 1
22
=+ yx . 

Λύση 

Οι παραμετρικές εξισώσεις του κύκλου 1
22
=+ yx  είναι:  

 tytx  == ,  όπου  20 t  και tytx  =−=  ,  

Επομένως το μήκος της περιφέρειας θα δίνεται (παρατήρηση 6. της 6.3 και τύπος (8) 

της 6.2) απ’ το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα : 

    
 

2
2

0

2

0

2

0

22
===+==    tdtdtttdsL

c
. 

6.4  Άλλες ιδιότητες επικαμπύλιων ολοκληρωμάτων 

6.4.1  Υπολογισμός έργου με επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  

Έστω το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα 
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c
Pdx Qdy Rdz+ +  (1) 

όπου P, Q, R, είναι συνεχείς συναρτήσεις που ορίζονται κατά μήκος μιας προσανατο-

λισμένης καμπύλης c. Θα εκφράσουμε το ολοκλήρωμα (1) με τη βοήθεια διανυσμα-

τικών συναρτήσεων (όπως ορίστηκε το (1) στην προηγούμενη παράγραφο 6.3, παρα-

τήρηση 2), όπου οι συναρτήσεις αυτές καθορίζουν διανυσματικά πεδία.  

 Έστω η διανυσματική συνάρτηση 

 000),,( zRyQxPzyxF


++=  (2) 

ορισμένη στα σημεία της c έτσι ώστε τα P,  Q,  R να είναι συντεταγμένες της F


 στο 

τρισορθογώνιο σύστημα Oxyz. Έστω ακόμα s το μήκος τόξου κατά μήκος της c με  s 

= 0 και s = l στο πέρας αυτής.  

Η διανυσματική μονάδα 
0


 της εφαπτομένης της c κατά τη θετική φορά σ’ ένα 

σημείο της είναι: 

 
0000 z

ds

dz
y

ds

dy
x

ds

dx

ds

rd 



++==  (3) 

όπου  ===
ds

dz

ds

dy

ds

dx
,,  συνημίτονα κατεύθυνσης του 

0


. 

Η (3) γράφεται διαφορετικά 

 
0000 zdzydyxdxdsrd


++==  . (4) 

Επομένως οι σχέσεις (2) και (4) δίνουν (εσωτερικό γινόμενο) 

 0
F dr F ds Pdx Qdy Rdz =  = + +  (5) 

Η (5) γράφεται συναρτήσει των συνημίτονων κατεύθυνσης του 
0


 

 0
( )F ds P Q R ds    = + +  (6) 

Απ’ τις (5) και (6) προκύπτει: 

 ( )
c c

I Pdx Qdy Rdz P Q R ds  = + + = + +   (7) 

Η σχέση (7) μετατρέπει ένα επικαμπύλιο ολοκλήρωμα 2ου είδους (αριστερό μέλος) σε 

ένα ολοκλήρωμα 1ου είδους (δεξιό μέλος) (3η παρατήρηση, παράγρ. 6.3). 
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Λόγω των (4) και (5) το ολοκλήρωμα (1) γράφεται σε διανυσματική μορφή 

   0
0 0

l l

F ds F dr =    (8) 

Αν το διανυσματικό πεδίο 000),,( zRyQxPzyxF


++=  είναι ένα πεδίο δυνάμεων, 

τότε το ολοκλήρωμα (8) παριστάνει το έργο που παράγεται κατά τη μετακίνηση ενός 

υλικού σημείου πάνω στη καμπύλη c απ’ την επίδραση της δύναμης αυτής. Δηλαδή 

  0
c c

W F ds F dr=  =    (9) 

Στη περίπτωση τώρα, που η c δίνεται στη παραμετρική της μορφή  

 )(),(),( tzztyytxx ===  

δηλαδή εισάγεται ο χρόνος t ως παράμετρος, τότε προκύπτει: 

 ( )
c c t
F dr F rdr Px Qy Rz dt



=
 =  = + +    (9α) 

όπως προκύπτει απ’ τον τύπο (2) της 6.2. 

Τότε, ως γνωστό, το διάνυσμα της ταχύτητας του κινούμενου υλικού σημείου 

είναι πάντα εφαπτόμενο της τροχιάς σε κάθε σημείο, άρα 

  
0

ds

dt
 =   (10) 

Έτσι η (10) γράφεται dtFdsFdtds ==


00  οπότε η (9) γίνεται 

 dtFdsFW
t

tAB 
=

=
==







0  (11) 

όπου [α, β] είναι το διάστημα τιμών των t. Ο τύπος (11) είναι καταλληλότερος αν ο 

δρόμος του υλικού σημείου ορίζεται με τα x, y, z ως συναρτήσεις του t. 

6.4.2  Υπολογισμός εμβαδού με επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  

Με τη βοήθεια του επικαμπύλιου ολοκληρώματος μπορούμε ακόμα να υπολο-

γίσουμε το εμβαδόν ω ενός τόπου Α που βρίσκεται στο επίπεδο xOy και καταλήγει 

στην κλειστή καμπύλη c.  

Αποδεικνύεται ότι (2η  παρατήρηση της παραγρ. 6.5)  

  −=
c

ydxxdy
2

1
  (12) 

Παραδείγματα 

1) Να βρεθεί το εμβαδόν που ορίζεται απ’ την έλλειψη  
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 tytx  == ,   με  20  t . 

Λύση 

Ο τύπος (12) δίνει, αν λάβουμε υπόψη ότι: 

tdtdytdtdx  =−= ,   

( ) 


==+=  =

2

0

2

0 2

1

2

1
dtdttttt

t
. 

2) Αν ( ) ( ) ( ) 0

2

00

2
413263 zxyzyxzyxyzxF


−+++−=   

να υπολογιστεί το  
c

rdF


 απ’ το σημείο Α(0, 0, 0) ως το Β(1, 1, 1) κατά μήκος: 

i) της καμπύλης c: 32
,, tztytx ===  και 

ii) της ευθείας που ενώνει τα Α και Β.  

Λύση 

Είναι (τύπος (4) της 6.4, όπου 
000 zdzydyxdxrd


++= ) 

 ( ) ( ) ( )2 2

0 0 0
3 6 2 3 1 4

c c
F dr x yz x y xz y xyz z dr  = − + + + −  =

    

 ( ) ( ) ( )2 2
3 6 2 3 1 4

c
x yz dx y xz dy xyz dz= − + + + − , 

διότι: dzfdyfdxfzdzydyxdxzfyfxf 321000030201 )()( ++=++++


. 

i) Αν 32
,, tztytx === , τότε τα σημεία Α(0,0,0) και Β(1,1,1) αντιστοιχούν 

στις τιμές t = 0 και t = 1 αντίστοιχα. Επίσης, dttdztdtdydtdx
2

3,2, === . Επομέ-

νως το παραπάνω ολοκλήρωμα μετά τις πράξεις γίνεται: 

 ( ) ( ) ( )
1

2 5 3 5 2 11

0
3 6 4 6 3 12

c t
F dr t t dt t t dt t t dt

=
 = − + + + − =   

 ( )
1 1

11 3 2 12 4 3

00
12 4 6 2 2

t
t t t dt t t t

=
 = − + + = − + + =   

ii) Η ευθεία που συνδέει τα σημεία Α(0, 0, 0) και Β(1, 1, 1) περνάει απ’ το ση-

μείο Α(0, 0, 0) και είναι παράλληλη προς το διάνυσμα  

 ( ) )1,1,1(01,01,01 =−−−= AB


. 

Επομένως η εξίσωσή της είναι (παράγραφος 2.9.2) 
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 t
zyx

=
−

=
−

=
−

1

0

1

0

1

0
  

ή λύνοντας τη συνεχή εξίσωση ως προς x, y, z, βρίσκουμε τις παραμετρικές εξισώσεις  

  tztytx === ,,  και dtdzdtdydtdx === ,, . Άρα 

 ( ) ( ) ( )
1

2 2 2 4

0

6
3 6 2 3 1 4

5c t
F dr t t dt t t dt t dt

=
 = − + + + − =  . 

3) Να υπολογιστεί το έργο W που παράγεται κατά τη κίνηση υλικού σημείου 

πάνω στο επίπεδο xOy με παραμετρικές εξισώσεις:  

 2
1664,364 ttytx −==   

κάτω απ’ την επίδραση της δύναμης F


, που το μέτρο της είναι ανάλογο με το μέτρο 

του διανύσματος της ταχύτητας, ενώ η διεύθυνσή της είναι αντίθετη με εκείνη της 

ταχύτητας, από t = 0 μέχρι t = 4. 

Λύση 

Οι συνιστώσες της ταχύτητας είναι t
dt

dy
y

dt

dx
x 3264,364 −====  . 

 Επομένως, σύμφωνα με τα δεδομένα του προβλήματος, οι συνιστώσες της δύναμης 

F


 θα είναι ανάλογες και αντίθετες με τις συνιστώσες της ταχύτητας.  Άρα 

 −−=−= )3264(,364 21 tFF  (όπου λ θετική σταθερά). 

Δηλαδή η καμπύλη c πάνω στην οποία κινείται το υλικό σημείο έχει: 

• παραμετρικές εξισώσεις: 
2

1664,364 ttytx −== ,  

• διάνυσμα της ταχύτητας: ( )
0000 3264364 ytxyyxx







−+=+=  

• διάνυσμα της δύναμης: ( )
00 3264364 ytxF


−−−= . Επομένως: 

 ( ) ( )




 −+−=

22

3264364 tF


  

και το έργο W είναι (τύπος (11) της 6.4): 

 ( )  −=+−−==
4

0

4

0

2
.3,546134161024  dtttdtFW
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4) Να υπολογιστεί το έργο που παράγεται κατά τη μετακίνηση υλικού σημείου 

κατά μήκος της καμπύλης c: 322
,2,1 tztytx ==+=  κάτω απ’ την επίδραση της 

δύναμης  000 1053 zxyzxxyF


+−=   απ’ το σημείο Α(2, 2, 1) στο σημείο Β(5, 8, 8). 

Λύση 

Τα σημεία Α και Β της καμπύλης c αντιστοιχούν προφανώς στις τιμές  

2και 1 == BA tt . (Θέτουμε στη 2
1x t= +  2, 5

A B
x x= = ). 

Έτσι έχουμε (τύπος (9α) της 6.3): 

   =+−==
c c

xdzzdyxydxrdFW 1053


 ( )   =
=+++=+++=

2

1

2

1

34562345
3031032230121012

t
ttttdttttt . 

 5) Να υπολογιστεί με επικαμπύλιο ολοκλήρωμα το εμβαδόν του χωρίου που 

περικλείεται από την αστεροειδή καμπύλη  

  ]2,0[,,
33  == ttytx . 

 Λύση 

Θα εφαρμόσουμε τον τύπο  

  −=
c

ydxxdy
2

1
 .  

Είναι 

 tdttdx  2
3−=  και 

 tdttdy  2
3= .  

Επομένως 

  

   =+=



2

0

2323
)33(

2

1
dttttttt  

   ===






 2

0

2
2

0

2
22

2

)2(
8

3

2

3
dttttdtt  

   ===






 2

0

2
2

2

0

2
2

)2()2(
16

3
)2(

8

3
tdtdtt  

  
8

3

2

222

16

3
22

0

2 


=






 +−
=

ttt
. 
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 Ασκήσεις 

 1) Να υπολογιστεί το έργο που παράγει η δύναμη 

  000),,( zxyzyexezyxF
zx 

++=   

όταν μετατοπίζεται από το σημείο Α(1, 0, 0) στο σημείο Β(0, 1, 1):  

 α) κατά μήκος του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ,  

 β) κατά μήκος της καμπύλης c: 022,
22

=−++= zyxzy  

(Απάντηση: α) 121 , β) 152 ) 

 2) Ομοίως, να υπολογιστεί το έργο που παράγει η δύναμη 

  0

2

00

2
)41()23()63(),,( zxyzyyxzxyzxzyxF


−+++−=  

όταν μετατοπίζεται από το σημείο Α(0, 0, 0) στο σημείο Β(1, 1, 1) κατά μήκος του 

ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ. (Απάντηση: 56 ) 

 3) Να υπολογιστεί με επικαμπύλιο ολοκλήρωμα το εμβαδόν του χωρίου που 

περικλείεται από τις καμπύλες 213
, xyxy == . (Απάντηση: 125 ) 

 4) Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  − xdyydx , όπου ΑΒ είναι 

το τόξο της καμπύλης ttx −= , ty −=1 , ]2,0[ t . (Απάντηση: 6π) 

 5) Να υπολογιστεί το  −++
AB

dyxydxyx )()(  κατά μήκος:  

i) της παραβολής ,
2
xy =   ii) της καμπύλης 1,12

22
+=++= tyttx   

όπου A(1,1) και Β(4,2). (Απάντηση: i) 334  ii) 332 ) 

 6) Να υπολογιστεί το έργο που παράγει η δύναμη 

  000 )(),,( zzyxyyxxzyxF


++++=  

όταν μετατοπίζει το σημείο εφαρμογής της από το σημείο Α(0, 0, 0) στο σημείο Β(1, 

1, 1) κατά μήκος της καμπύλης c: 0

3

0

2

0)( ztytxttr


++= . (Απάντηση: 2057 ) 

6.5  Θεώρημα του Green στο επίπεδο 

Το θεώρημα ή τύπος του Green (Γκρην) στο επίπεδο συνδέει ένα επικαμπύλιο ολο-

κλήρωμα κατά μήκος μιας κλειστής καμπύλης c και ένα διπλό ολοκλήρωμα στον επί-

πεδο τόπο D που ορίζει αυτή η κλειστή καμπύλη c.  

Δίνουμε όμως πρώτα τον παρακάτω ορισμό:  
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«Ένας επίπεδος τόπος D λέγεται απλά συνεκτικός όταν κάθε κλειστή καμπύλη που 

ανήκει στο τόπο D μπορεί συνεχώς να συρρικνωθεί ώστε να γίνει σημείο, χωρίς να 

εγκαταλείψει το τόπο D. Αν ο τόπος D δεν είναι απλά συνεκτικός, τότε λέγεται πολ-

λαπλά συνεκτικός. Ένας τέτοιος τόπος είναι αυτός που έχει κενά (τρύπες)».  

Το θεώρημα του Green στο επίπεδο διατυπώνεται ως εξής: 

Έστω 
x

Q

y

P
QP








,,,  συναρτήσεις των x, y συνεχείς στον απλά συνεκτικό τό-

πο D που περικλείεται από μια καμπύλη c έτσι ώστε κάθε παράλληλη προς τον Oy ή 

τον Ox να τέμνει την c σε δύο το πολύ σημεία (σχήμα 48). Τότε: 

 
c

D

Q P
Pdx Qdy dxdy

x y

  
+ = − 

  
  . (1) 

Απόδειξη 

Υποθέτουμε ότι ο τόπος D περιβάλλεται στο 

κάτω μέρος απ’ την καμπύλη ΑΓΒ = c1  με εξί-

σωση )(1 xyy =  και στο πάνω μέρος απ’ την 

καμπύλη ΑΔΒ = c2  με εξίσωση )(2 xyy =  όπου 

)()( 21 xyxy   για κάθε x  [α, β] και ότι c1 + c2  

= c δηλαδή οι καμπύλες  c1,    c2    αποτελούν τη 

κλειστή καμπύλη c.  

Τότε, απ’ τα διπλά ολοκληρώματα έχουμε: 

( )   = ==
==












=





D
x x

xy

xy

xy

xyy
dxyxPdxdy

y

P
dxdy

y

P 







)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

,   

( ) ( ) =−=  dxxyxPdxxyxP







)(,)(, 12  

=−=  
dxyxPdxyxP ),(),(  

2 1c c c
Pdx Pdx Pdx Pdx Pdx

 
= − − = − − = −                                     (2) 

Εντελώς ανάλογα, υποθέτουμε τώρα ότι ο τόπος D περιβάλλεται από αριστερά 

απ’ την καμπύλη ΔΑΓ =
1c

  με εξίσωση )(1 yxx =  και από δεξιά απ’ την καμπύλη 
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ΓΒΔ = 
2c  με εξίσωση )(2 yxx =  όπου )()( 21 yxyx   για κάθε y  [γ, δ] και ότι 

1c + 

2c  = c, δηλαδή οι καμπύλες  
1c , 2c  αποτελούν τη κλειστή καμπύλη c. Τότε 

( )   = ==
==












=





D
y y

yx

yx

yx

yxx
dyyxQdydx

x

Q
dxdy

x

Q 







)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

,  

( ) ( ) ( ) +=−=  dyyyxQdyyyxQdyyyxQ











),(),(),( 112  

( )  =+=+
 c

QdydyyxQdyyxQdyyyxQ ),(),(),(2




                  (3) 

Αφαιρώντας τις (3) και (2) κατά μέλη προκύπτει η (1). 

6.5.1  Ιδιότητες του τύπου του Green στο επίπεδο 

1) Ο τύπος του Green ισχύει και στη περίπτωση όπου: 

Α) Ευθείες παράλληλες προς κάποιον από 

τους άξονες συντεταγμένων Ox ή Oy ή και τους 

δύο, τέμνουν τη c σε περισσότερα από δύο σημεί-

α. Π. χ. στη κλειστή καμπύλη του διπλανού σχή-

ματος 49, ευθείες παράλληλες προς τον Oy συνα-

ντούν τη c σε περισσότερα από 2 σημεία. Φέρνο-

ντας την ΚΛ χωρίζουμε τον D σε δύο τόπους D1 

και D2 που είναι της αρχικής μορφής για τους ο-

ποίους εφαρμόζεται το θεώρημα του Green. Έτσι 

έχουμε για τους τόπους D1, D2: 

1 2

,
D D

Q P Q P
Pdx Qdy dxdy Pdx Qdy dxdy

x y x y 

      
+ = − + = −   

      
    . 

Προσθέτοντας τα αριστερά μέλη των τελευταίων σχέσεων, παραλείποντας την ολο-

κληρωτέα παράσταση QdyPdx +  έχουμε: 

. όπου 
          

 
+ = + + + = + = = − 

 
            

Επίσης: 

1 2D D D

+ =   . Άρα 
D

Q P
Pdx Qdy

x y


  
+ = − 

  
  . 
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Β) Ο τόπος D δεν είναι απλά συ-

νεκτικός αλλά πολλαπλά συνεκτικός, 

όπως αυτός του σχήματος 50. Το σύνο-

ρο του D που αποτελείται απ’ το εξωτε-

ρικό σύνορο ΑΒΓΔΑ = c1 και το εσωτε-

ρικό σύνορο ΕΖΗΘΕ = c2 όπου c1 + c2 = 

c, πρέπει να διαγραφεί κατά τη θετική φορά. Αυτή ορίζεται έτσι ώστε ένα άτομο που 

κινείται κατά τη φορά αυτή πρέπει να έχει πάντοτε το τόπο στα αριστερά του (ο ορι-

σμός αυτός της θετικής φοράς αποτελεί επέκταση της θετικής φοράς που ορίστηκε 

στην ιδιότητα 6 της 6.3). Οι θετικές φορές είναι αυτές που σημειώνονται στο σχήμα. 

Φέρνουμε την ΑΕ. Τότε ο τόπος ΑΕΖΗΘΕΑΒΓΔΑ είναι απλά συνεκτικός και το θε-

ώρημα του Green ισχύει. Έτσι:  

 dxdy
y

P

x

Q
QdyPdx

D

 














−




=+  

Όμως το αριστερό μέλος, παραλείποντας το QdyPdx + , ισούται με 

 (ό  )
       

+ + + = + = −        . 

Έτσι, επειδή ΕΖΗΘΕ = 
2c  και ΑΒΓΔΑ = 

1c , ενώ 
21 ccc +=  είναι το σύνορο του D 

που αποτελείται απ’ τις 
1c , 

2c  οι οποίες διαγράφονται κατά τις θετικές φορές, είναι: 

 
1 2c c c
+ =   άρα  

c
D

Q P
Pdx Qdy dxdy

x y

  
+ = − 

  
  . 

2) Αν στο τύπο (1) θέσουμε ,και xQyP =−=  τότε αυτός παίρνει τη μορφή: 

 2
c

D

ydx xdy dxdy− + =   ή 
1

2 c
D

xdy ydx dxdy− =   

που είναι το εμβαδόν του τόπου D (ιδιότητα (6) της παραγράφου 4.2) 

3) Αν 
y

P

x

Q




=




 τότε 0

D

Q P
dxdy

x y

  
− = 

  
 , οπότε και 

 0
c
Pdx Qdy+ =  για κάθε κλειστή καμπύλη c που περιέχει το τόπο D. 
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4) Επίσης, αν 
y

P

x

Q




=




 για κάθε (x, y)  

D τότε το  +

B

A

QdyPdx  είναι ανεξάρτητο του 

δρόμου ολοκλήρωσης με άκρα τα Α και Β στο 

τόπο D.  

Πράγματι, όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα 51, έχουμε:  




=+ 0QdyPdx  ή 0
 

+ =  
  

= − =   άρα 
1 2c c
=   

δηλαδή το ολοκλήρωμα είναι ανεξάρτητο οπό το δρόμο ολοκλήρωσης. 

Σημείωση:  

Η συνθήκη 
y

P

x

Q




=




 ταυτίζεται με τη συνθήκη που είδαμε στην ιδιότητα 5. της παρ. 

6.3 (περίπτωση ολικού διαφορικού της 0=+QdyPdx ).  

Παραδείγματα 

1) Να επαληθευτεί ο τύπος του Green  για 

το ολοκλήρωμα: 

 ( ) ( )dyxyydxxyxI

c

2
232
−+−=   

όπου c είναι το τετράγωνο με κορυφές τα σημεία 

Ο(0, 0), Α(2, 0), Β(2, 2), Γ(0, 2). 

Λύση 

Προφανώς οι συναρτήσεις του ολοκληρώματος Ι  

 32
),( xyxyxP −=  και xyyyxQ 2),(

2
−= , 

καθώς και ο τόπος D, πληρούν τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Green (σχήμα 52). 

Είναι:  2
3,2 xy

y

P
y

x

Q
−=




−=




.  Άρα 

  =+−=











−




=

D D

dxdyxyydxdy
y

P

x

Q
I )32(

2   
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( )( ) ( )
2 2 2

2

0 0 0
2 3 4 8 8

x y x
y xy dy dx x dx

= = =
= − + = − + =   .                   (1) 

Υπολογίζουμε τώρα το: 
c

I Pdx Qdy
   

= + = + + +     . 

Η εξίσωση της ΟΑ είναι 0=y  άρα 0=dy  οπότε 

( ) ( )  =
==−+−

2

0

2232

3

8
2

x
dxxdyxyydxxyx . 

Η εξίσωση της ΑΒ είναι 2=x  άρα 0=dx  έτσι 

( ) ( ) ( )
3

16
42

2

0

2232
−=−=−+−  =

dyyydyxyydxxyx
y

. 

Η εξίσωση της ΒΓ είναι 2=y  άρα 0=dy  οπότε 

( ) ( ) ( )
3

40
82

0

2

2232
=−=−+−  =

dxxxdyxyydxxyx
x

. 

Τέλος, η εξίσωση της ΓΟ είναι 0=x  άρα 0=dx  έτσι 

( ) ( )  =
−==−+−

0

2

2232

3

8
2

y
dyydyxyydxxyx .  

Άρα 8
3

8

3

40

3

16

3

8
=−+−=+++=  

I  (2) 

Απ’ τα αποτελέσματα των (1) και (2) επαληθεύεται ο τύπος του Green. 

2) Να επαληθευτεί το θεώρημα του Green στο επίπεδο για το ολοκλήρωμα  

( ) ( )2 2
2

c
xy x dx x y dy− + +  

όπου c είναι η κλειστή καμπύλη που περι-

κλείεται απ’ τις εξισώσεις xyxy ==
22

, .  

Λύση 

Λύνουμε πρώτα το σύστημα των εξισώσεων 

xyxy ==
22

,  για να βρούμε τις τομές αυ-

τών. Είναι: ( ) 0)1( ή)(
322

=−= xxxx  με πραγματικές ρίζες τις 1,0 == xx , που 

δίνουν 1,0 == yy . Έτσι οι καμπύλες τέμνονται στα Ο(0, 0) και Α(1, 1). Η θετική 

φορά διαγραφής της c φαίνεται στο σχήμα 53.  

Κατά μήκος της 2

1 : xyc =  το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα ισούται με  
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( ) ( ) ( )
1 1

3 2 4 5 3 2

1
0 0

7
2 2 2 2 2

6x
I x x dx x x xdx x x x dx

=
= − + + = + + =  . 

Κατά μήκος της 2

2 : yxc =  το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα ισούται με 

( ) ( ) ( )
15

17
24222

0

1

0

1

2452243

2 −=++−=++−=  =y

dyyyydyyyydyyyI . 

Επομένως 
1 2

7 17 1

6 15 30c c c
Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy+ + + = + = − =   . (1) 

Επίσης x
y

P

x

Q
2,1 =




=




. Επομένως το διπλό ολοκλήρωμα θα είναι   

( ) ( )
2

1

0
1 2 1 2

x

x y x
D D

Q P
dxdy x dxdy x dy dx

x y = =

    
− = − = − =  

    
      

( ) ( )
2

1 1 31
2 32 2

0 0

1
2 2 2

30

x

y x

y xy dx x x x x dx
=

= − = − − + =                       (2) 

Απ’ τα αποτελέσματα των (1) και (2) επαληθεύεται το θεώρημα Green. 

3) Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα: 

 ( ) ( )2 2 2
2 2

x x

c
x y x xy x y e dx x x ye dy  + − + −   

όπου c η έλλειψη 1
49

22

=+
yx

. 

Λύση 

Είναι: 2 2 2
2 , 2

x x
P x y x xy x y e Q x x ye  = + − = − . Ακόμα 

 2 2
2 2 , 2 2

x xP Q
x x x x ye x x x x ye

y x
   

 
= + − = + −

 
.  

 Άρα 
x

Q

y

P




=




 . 

Επομένως  =+
c

QdyPdx 0  κατά μήκος οποιασδήποτε καμπύλης, άρα και της c. 

4. Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  

 ( ) ( ) −+−

B

A

dyxydxyx 23
22   

με Α(0, 0), Β(2, 2). Ο δρόμος της c δεν καθορίζεται. 
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Λύση 

Είναι xyQyxP 23και
22

−=−= , οπότε, 
dx

Q
y

y

P 
=−=




2 .  

 Έτσι, ακολουθούμε τη γνωστή διαδικασία που γνωρίσαμε στην ολοκλήρωση 

ολικών διαφορικών στην παράγραφο 2.5, για τον υπολογισμό της ),( yxf . Αυτή θα 

είναι τέτοια ώστε η παράσταση QdyPdx +  να είναι ολικό διαφορικό της, δηλαδή:  

 QdyPdxdy
y

f
dx
x

f
yxdf +=




+




=),(  όπου 

  )2(23),1(
22

xyQ
y

f
yxP

x

f
−==




−==




. 

Ολοκληρώνοντας την (1) ως προς x έχουμε 

 )(
3

),(
2

3

ygxy
x

yxf +−=      (3) 

όπου )(yg  είναι αυθαίρετη διαφορίσιμη συνάρτηση του y.  

Παραγωγίζοντας την (3) ως προς y παίρνουμε 

 xyygxy
y

f
23)(2 −=+−=




 λόγω της (2). Άρα  

 cyygyg +== 3)(οπότε,3)(   (c σταθερή). 

Έτσι η (3) γράφεται: cyxy
x

yxf ++−= 3
3

),(
2

3

. 

Επειδή το αρχικό ολοκλήρωμα ως ολικό διαφορικό είναι ανεξάρτητο της καμπύλης c 

και εξαρτάται μόνο απ’ τα άκρα Α και Β, ως γνωστό (ιδιότητα 5 της 6.3) θα είναι 

 
3

2
02322

3

2
)0,0()2,2(),(

2
3

=−







+−=−==+ ffyxfQdyPdx

B

A

B

A
.  

Αυτός είναι ο λόγος που δεν αναφέρεται στο αρχικό ολοκλήρωμα ο δρόμος της c. 

5. Να επαληθευτεί το θεώρημα του Green όταν xyxQyyxP 3),(,2),( ==  και 

ο τόπος D είναι 1
22
+ yx  (ο κύκλος με το εσωτερικό του ακτίνας 1). 

Λύση 

Είναι 2,3 =



=





y

P

x

Q
  και  123 =−=




−





y

P

x

Q
.  Άρα 
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 ==











−



DD

dxdydxdy
y

P

dx

Q
 εμβ. κύκλου ακτίνας 1 = π12 = π. 

Οι παραμετρικές εξισώσεις του κύκλου 1:
22
=+ yxc  είναι: 

 20με, == yx  και  ddyddx =−= , .  

Άρα:  
2

0
2 ( ) 3

c
Pdx Qdy d d




    

=
+ = − + =   

( )   


 




=+







+−−=+−= 

2

0

2

0

2

0

2
3

22
535 d  

Επομένως ισχύει το θεώρημα του Green στο επίπεδο. 

6.6  Εφαρμογές του επικαμπύλιου ολοκληρώματος στη 
Μηχανική 

Θεωρούμε μια υλική καμπύλη c, π. χ. ένα σύρμα στο τρισδιάστατο χώρο, με συνεχή 

συνάρτηση κατανομής της γραμμικής πυκνότητας ),,( zyx= . Τότε: 

1. Η συνολική μάζα m που φέρεται σε ένα τόξο της καμπύλης c, δίνεται από το 

τύπο (επικαμπύλιο ολοκλήρωμα) 

 = c

dszyxm ),,(  (1) 

Για ( , , )x y z =  σταθερό είναι 
c

m ds L = =     (2) 

δηλαδή εξαρτάται από το μήκος της καμπύλης c. 

2. Οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους Κ.Β. του τόξου ΑΒ της c είναι 

  ===
c

G
c

G
c

G dszyxz
m

zdszyxy
m

ydszyxx
m

x ,),,(
1

,),,(
1

,),,(
1

 (3) 

Για ομογενή καμπύλη c με σταθερή πυκνότητα   =  είναι 

 ===
cc

G
cc

G
cc

G dszdszdsydsydsxdsx ,,     (4) 

3. Η ροπή αδράνειας του τόξου ΑΒ είναι (c  =  ΑΒ): 
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( )

( )

( )

2 2

2 2

2 2

) ως προς τον Οx: ( , , )

) ως προς τον Oy: ( , , )

) ως προς τον Oz: ( , , )

x
c

y
c

z
c

i I y z x y z ds

ii I x z x y z ds

iii I x y x y z ds







= +

= +

= +







 (5) 

Για επίπεδη υλική καμπύλη έχουμε τους τύπους (i) και (ii) με z = 0. 

Παραδείγματα 

1) Να βρεθεί το κέντρο βάρους της κυκλοειδούς καμπύλης με παραμετρικές ε-

ξισώσεις: ( ),x t t = − (1 )y t = −  20  t  αν είναι ομογενής. 

Λύση 

Επειδή η κυκλοειδής είναι κλειστή καμπύλη θα είναι 

  ==
cc

G
cc

G dsydsydsxdsx , .  (1) 

Είναι tytx  =−=  ),1( .  Άρα  

 

2 2 2 2 2 2

2

(1 ) 2 2

2(1 ) 2 2 ( 2) 2 ( 2)

ds x y t t t

t t t

     

    

= + = − + = − =

= − =  =

 

Επομένως οι σχέσεις (1) γίνονται: 

 
( )

J

J

dtt

dtttt
x x
G =

−
=












2

0

2

0

2
2

2
2

, 

 
( )

J

J

dtt

dttt
y

y

G =
−

=












2

0

2

0

2
2

2
21

 

Υπολογίζουμε πρώτα το ολοκλήρωμα  J  και μετά το 
x

J . Είναι: 






8
2

4
22

22
2

2

2

0

2

0

2

0
=








−=








== 

tt
d
t

dt
t

J . 

)(2
2

2
2

2

2
2)(

21

2
2

0

2

0

22

2

0

AAdt
t

tdt
t

t

dt
t

ttJ x

+=−+=

=−=
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όπου 
2 2

1 2
0 0

και
2 2

t t
A t dt A t dt

 

  = = −  .  Είναι: 

=













−








−=








−=








=  

 





2

0

2

0

2

0

2

0
1

22
2

2
2

22
2 dt

tt
t

t
td

t
d
t

tA  






4
2

44
22

2)1(22

2

0

2

0
=








+=
















−−−= 

tt
d
t

 

 =







−−=
















+−








−−=




2

0

2

0
2

2

3

22

1

222

1
dt

tt
dt

t
t

t
tA  

=







+








−=








+








−= 






2

0

2

0

2

0

2

0 2

3

3

1

22

3

2

3

3

1

22

ttt
d
tt

d
t

 

0)03(31)0( =−+−=   

Συνεπώς 22

21

2
8)04(2)(2 =+=+= AAJ x . 

 Έτσι, τελικά προκύπτει === 88
2

JJx xG . 

Υπολογίζουμε τέλος το J y .  Είναι 

.
22

8
2

4

22
22

2
2)1(

2

0

32
2

0

32

2

0

2

0

22



 









==

=−=



 





t
d
t

dt
t

dt
tt

dt
t

tJ y

 

Εφαρμόζοντας τον αναγωγικό τύπο για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος:  

(βλέπε παράγραφο 8.6 αναγωγικών τύπων (παράρτημα)) 

 2

1
1

−

−
−

+−==  












 A

xx
xdxA  έχουμε 

 

( ) .
3

32
)11(

3

2
8

23

2

3

0
8

223

2

3

228
22

8

2
2

2

0

2

2

0

2

0

2

2

2

0

32

















=−−−=






















−+−=

=

























+















−=










t

t
d
t

tt
t

d
t

 

 Και τελικά =



==

3

4

8

332
2

J

J
y

y

G .  
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 Ώστε το κέντρο βάρους θα έχει συντεταγμένες 








3

4
,


 . 

2) Να υπολογιστεί η ροπή αδράνειας του τόξου ΑΒ της καμπύλης 3
xy =  απ’ το 

σημείο Α(0, 0) μέχρι το Β(1, 1) ως προς την ευθεία  y = x όταν η πυκνότητα του τόξου 

είναι 
4

2
( , )

1 9

x
x y

y x
 =

+
. 

Λύση 

Αν καλέσουμε d την απόσταση του σημείου ),( yxM  της καμπύλης απ’ τη διχοτόμο 

xy =  τότε θα είναι: 
( )

211

011 2
2

22

2 yxyx
d

−
=















+

++−
= . Επομένως η ροπή αδρά-

νειας θα είναι ως προς την ευθεία xy =  (διχοτόμο των αξόνων Ox, Oy): 

2

2

4

1 ( ) 2
( , )

2 1 9
y x

AB AB

x y x
I d x y ds ds

y x


=

− 
= = 

+
  . Είναι 

  dxxyds
2

)(1 +=  και 2
3)( xxy =  οπότε dxxds

4
91+= .  

Επομένως το ολοκλήρωμα  I  γίνεται: 

( ) ( )
15

8

53
2191

91

1

0

1

0

53
22

1

0

4

43

23

=







+−=−=+

+

−
= 

xx
xdxxdxx

xx

xxx
I . 

3) Να βρεθούν οι συντεταγμένες του Κ. Β. της έλικας 

  20,, === ttztytx  

η οποία έχει σταθερή πυκνότητα. 

Λύση 

Είναι  ===
cc

G
cc

G
cc

G dszdszdsydsydsxdsx ,,  (1) 

 Επίσης,   , ,x t y t z  = − = = .   Άρα 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ds x y z dt t t dt dt      = + + = + + = +  και 
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2
2 2 2 2

0
2

c
ds dt



     = + = + =  . 

Επομένως οι τύποι (1) γίνονται: 

  


 +=
2

0

22
dttxG  

 ,
2

0

22 


 += dttyG  


 +=
2

0

22
dttzG . 

Είναι: 

   0
2

0

22
2

0

22
=+=+=   



txtdtx GG  

   0
2

0

22
2

0

22
=−+=+=   



tytdty GG  

    


=+=+= 
2

0

222
2

0

22
2tztdtz GG . 

Άρα οι συντεταγμένες του Κ. Β. της έλικας είναι: (0, 0, βπ). 

Ασκήσεις 

1) Να υπολογιστούν τα παρακάτω επικαμπύλια ολοκληρώματα: 

α) 
+

22
yx

ydyxdx
, όπου ΑΒ είναι το τόξο της καμπύλης με παραμετρικές εξισώσεις  

]4,1[,1, +== ttytx  και )5,2(),2,1(   (Απάντηση: )58ln( ), 

β)  + dyxyydxx
22 , όπου ΑΒ είναι το τόξο της παραβολής xy 4

2
= , από το σημείο 

)2,1(  μέχρι το )4,4(  (Απάντηση: 354276 ), 

γ) 
+−−++

++

zyxzyx

zdzydyxdx

2
222

, όπου ΑΒ είναι το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει 

τα σημεία Α(1, 1, 1) και Β(4, 4, 4). (Απάντηση: 33 ) 

 2) Να υπολογιστούν με χρήση του θεωρήματος Green τα ολοκληρώματα:  

  α)  −+++−=
c

dyyxdxyxI )653()42(1
 όπου 

c είναι ο κύκλος 4
22
=+ yx , (Απάντηση: 16π) 

  β)  −=
c

dyxdxyI
22

2
, όπου  
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i) c είναι ο κύκλος 1
22
=+ yx  και  

ii) c είναι ο κύκλος  1)1()1(
22
=−+− yx . (Απάντηση: i) 0, ii) – 4π) 

 3) Να δειχθεί ότι το ολοκλήρωμα  

   −+−
AB

dyxyyxdxyxy )36()6(
2232  

είναι ανεξάρτητο του δρόμου που ενώνει τα σημεία Α(1, 2), Β(3, 4) και στη συνέχεια 

να βρεθεί η τιμή του. (Απάντηση: 236) 

 4) Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  

   −+−+=
c

xx
dyyexxdxeyxxyxyxI )2()2(

222   

όπου c είναι η κλειστή αστεροειδής καμπύλη 323232 =+ yx . (Απάντηση: 0) 

 5) Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα 
+

−
=

c yx

ydxxdy
I

22
, 

όπου c είναι ο κύκλος 1)2()2(
22
=−+− yx . (Απάντηση: 0) 

 6) Να υπολογιστούν τα παρακάτω επικαμπύλια ολοκληρώματα: 

  α) c yds ,  

όπου c είναι το τόξο της παραβολής xy =
2  που αποκόπτεται από την παραβολή 

yx =
2  και έχει αρχή το σημείο Ο(0, 0). (Απάντηση: 

12

155 −
) 

  β)  −c yx

ds
,  

όπου c είναι το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ της ευθείας 2
2
−=
x

y ,  

με Α(0, –2) και Β(4, 0). (Απάντηση: 2ln5 ) 

  γ)  +
c

dsyx )(
22 ,  

όπου c ο κύκλος tytx  == , , ]2,0[ t , 0 . (Απάντηση: )2
3  

7) Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα 
( )


+

c
yx

ds

2
3

22

,  

όπου c είναι η σπείρα  1=  όπου 223  . (Απάντηση: 319 ) 
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(Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε το τύπο (10) της 6.2). 

8) Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  +
c

dsyx )( , όπου c η περίμε-

τρος του τριγώνου ΑΒΟ με κορυφές τα σημεία Α(1, 0), Β(0, 1), Ο(0, 0). 

(Υπόδειξη: Να υπολογιστεί κατά μήκος καθεμιάς των πλευρών ΑΒ, ΒΟ, ΟΑ, αφού 

υπολογιστούν οι εξισώσεις αυτών.) (Απάντηση: 2 ) 

 9) Να επαληθευτεί ο τύπος του Green όπου yxQyxP 42,24 +=−=  και D εί-

ναι η έλλειψη  20,,2 == yx . 

10) Να βρεθούν οι συντεταγμένες του Κ. Β. του παραβολικού τόξου 

 10,0,1
2

=−= zyzx   

που έχει πυκνότητα 
2

1 4x = + . (Υπόδειξη:  Θέστε  x = t). 

11) Να υπολογιστεί το έργο που παράγεται απ’ τη δύναμη  

 ( )
000

2
23 zzyyxzxxF


+−+=  

η οποία μετακινεί το σημείο εφαρμογής κατά μήκος: 

i) της καμπύλης ttztytx −===
22

4,,2  με  20  t , 

ii) της ευθείας απ’ το σημείο Α(0, 0, 0) μέχρι το Β(3, 2, 1). 

  iii) της καμπύλης με εξισώσεις zxyx 83,2
22
==  με 20  x . 

12) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
c
xyds , όπου c είναι το τμήμα της έλλει-

ψης 149
22

=+ yx  που βρίσκεται στο πρώτο τεταρτημόριο. 

13) Επίσης το ολοκλήρωμα 2

c
xy ds , όπου c είναι το κυκλικό τόξο με παραμε-

τρικές εξισώσεις tytx  == ,  με 20  t . 

14) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα ( )2 2

c
x y z ds+ − , όπου c είναι το τόξο 

της κυκλικής έλικας με παραμετρικές εξισώσεις  

  === ttztytx 0,,, . 

15) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα ( ) dsyx
c +2 , όπου c είναι ο κύκλος 
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25
22
=+ yx , απ’ το σημείο Α(3,4) ως το Β(4,3) κατά μήκος του συντομότερου δρό-

μου του κύκλου. 

16) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
( )

( ) dyyxdxxy
22

5,3

)1,1(
2 −+ . 

17) Το σημείο εφαρμογής ),,( zyxP της δύναμης 
3

)(
r

r
rF




−= , όπου 

 
000 zzyyxxr


++=  και 222
zyxrr ++==


, 

μετατοπίζεται, από το σημείο Α(2, 2, 2) στο σημείο Β(1, 1, 1), κατά μήκος του ευθυ-

γράμμου τμήματος ΑΒ. Να βρεθεί το παραγόμενο έργο. (Απάντηση: 
6

3
) 

(Υπόδειξη: Στο έργο 
3
r

zdzydyxdx
rdFW

++
−==  


 να αντικατασταθούν οι 

παραμετρικές εξισώσεις του ΑΒ που θα βρεθούν, από τις σχέσεις: 

t
zz

zz

yy

yy

xx

xx
=

−

−
=

−

−
=

−

−

12

1

12

1

12

1 , όπου ),,( 111 zyx  και ),,( 222 zyx , όπως στο 

παράδειγμα 2 (ii) της παραγρ. 6.4.2). 
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Β. ΕΠΙΕΠΙΦΑΝΕΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

Τα επιεπιφάνεια ολοκληρώματα αποτελούν φυσική γενίκευση των διπλών ολοκλη-

ρωμάτων και βρίσκουν εφαρμογές σε πολλά προβλήματα της Φυσικής. Στα ολοκλη-

ρώματα αυτά θεωρούμε συναρτήσεις που ορίζονται πάνω σε μια επιφάνεια, όπως π. χ. 

πυκνότητα κατανομής ηλεκτρικού φορτίου πάνω στην επιφάνεια ενός αγωγού, ταχύ-

τητα σωματιδίων ενός ρευστού που περνάει από μια επιφάνεια κ.τ.λ. 

6.7  Εμβαδό επιφάνειας 

Έστω S μια επιφάνεια με εξίσω-

ση ),( yxfz =  όπου η f είναι μονότιμη 

και συνεχής για κάθε 2
D),( Ryx  . 

Διαιρούμε το τόπο D σε ν μικρότερους 

τόπους που έχουν ορθογώνια εμβαδά 

 yxxy = ,  ,,2,1 =  και 

κατασκευάζουμε μια κατακόρυφη 

στήλη σε καθένα απ’ τους στοιχειώδεις 

αυτούς τόπους που τέμνει την S κατά 

μια στοιχειώδη επιφάνεια 
S  με α-

ντίστοιχο εμβαδό 
 . Δηλαδή το 

  προβάλλεται κατά το 
xy  πά-

νω στο επίπεδο Oxy (σχήμα 52).  

Η κάθετη τώρα στην επιφάνεια S στο σημείο ),,(  P  
S  έχει τη κα-

τεύθυνση του μοναδιαίου διανύσματος 0l


 (τύπος (11) παρ. 5.11), όπου 











−


−

1
,,0

qp
l


, 22
1 qp ++=  (υπενθυμίζεται ότι 

y

z
q

x

z
p




=




= , ) 

Το συνημίτονο της γωνίας του καθέτου αυτού διανύσματος 0l


 με το 
0
(0, 0,1)z  

μπορεί να υπολογιστεί από το εσωτερικό γινόμενο:  

  === 110000 zlzl


. Αλλά 
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22222222
00

1

1
1

1

1
0

1
0

1 qpqpqp

q

qp

p
zl

++
=

++
+

++
−

++
−=


. 

 Άρα 
22

1

1

qp ++
=  (1) 

Επομένως  
x y    =    και σχηματίζοντας τα απειροστά εμβαδά 

 
x y

d d   =   ή  = ddxdy , προκύπτει (1α) 

  dxdyqpd
22

1 ++= .  (2) 

Ολοκληρώνοντας τη (2) βρίσκουμε το εμβαδό της επιφάνειας S που ορίζεται 

απ’ το τόπο D (προβολή της S πάνω στο επίπεδο xOy). Έτσι έχουμε: 

  ++=
D

dxdyqpS
22

1εμβ.  (3) 

Ο τύπος (2) είναι ισοδύναμος με το τύπο (19) της παρ. 5.11:  

 dudvFEGS
2

−= ,  

που δίνει το εμβαδικό στοιχείο μιας επιφάνειας, όπως φαίνεται και απ’ τη σχέση 

(9)  

 2 2 2
1l EG F p q= − = + +  της ίδιας παραγράφου.  

Ενώ ο τύπος (3) είναι ισοδύναμος με τον επόμενο τύπο (20) της παρ. 5.11:  

 2

T

S EG F dudv= − ,  

που δίνει το εμβαδό της επιφάνειας S με καμπυλόγραμμες συντεταγμένες  u και 

v.  

Πράγματι, αν τα x και y  είναι συναρτήσεις των u και v, δηλαδή  

 ),(),,( vuyyvuxx ==  με  (u, v)  T και 0
),(

),(
=

vuD

yxD
J  (4) 

τότε η ),( yxfz = γίνεται ως γνωστό συνάρτηση των u και v της μορφής  

 ),( vuzz =  (4α) 
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Οι εξισώσεις (4) και (4α) αποτελούν τις παραμετρικές εξισώσεις της επιφάνειας 

S με διανυσματική εξίσωση  

 
000 ),(),(),(),( zvuzyvuyxvuxvur


++=  

Τότε, ως γνωστό, (τύπος (14) της παρ.5.11) είναι 

 dv
v

r
du
u

r
rd




+




=




 

όπου dv
v

r
du
u

r










,  είναι οι συνιστώσες του rd


 που είναι παράλληλες προς τις 

εφαπτόμενες των 
00 και vu  σ’ ένα σημείο Ρ της επιφάνειας S,  το ),( 00 vuP .  

Επομένως, το εμβαδό d  του 

παραλληλογράμμου που ορίζεται απ’ 

τις συνιστώσες dv
v

r
du
u

r










,  του rd


 

όπως φαίνεται στο σχήμα 53 θα είναι: 

dudv
v

r

u

r
d









=



  διότι, όπως είναι 

γνωστό, το μέτρο του εξωτερικού γι-

νομένου δύο διανυσμάτων εκφράζει 

το εμβαδό του παραλληλογράμμου που ορίζεται απ’ αυτά.  

Οπότε απ’ τον τύπο (6) της παραγράφου 5.11 
2

FEGl −=  προκύπτει 

 2
d l dudv EG F dudv = = −  (5) 

και ολοκληρώνοντας στο τόπο Τ την (5) έχουμε 

 2
. 

T

S EG F dudv = −  (6) 

όπου τα E, F, G είναι τα θεμελιώδη ποσά 1ης τάξης της επιφάνειας S και Τ είναι 

ο τόπος που ορίζεται απ’ τις καμπυλόγραμμες συντεταγμένες u, v στο uv – επίπεδο. 

 Άρα 2 2 2
εμβ. 1

D T

S p q dxdy EG F dudv= + + = −                   (7) 

Παραδείγματα 

1) Να βρεθεί το εμβαδό τμήματος που αποκόπτει ο κύλινδρος  
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0
22

=−+ yyx  απ’ το πάνω μέρος της σφαίρας )0(1
222

=++ zzyx . 

Λύση 

Η προβολή του τμήματος του κυλίνδρου στο επίπεδο xOy είναι ο κύκλος   

0
22

=−+ yyx  (σχήμα 54). 

Απ’ την εξίσωση σφαίρας προκύπτει  

22
1 yxz −−=  (z  0)  

οπότε  

2222
1

,
1 yx

y

y

z
q

yx

x

x

z
p

−−

−
=




=

−−

−
=




=   

και επομένως, 

22

22

1

1
1

yx
qp

−−
=++ .   

Άρα 

2 2

2 2
1

1D D

dxdy
S p q dxdy

x y
= + + =

− −
   όπου 0:

22
=−+ yyxD . 

Χρησιμοποιούμε πολικές συντεταγμένες:  == yx , , οπότε η εξί-

σωση του κύκλου 0
22

=−+ yyx  παίρ-

νει τη μορφή (συνάρτηση των (ρ, θ)): 

  

( ) ( ) 0
22

=−+    

ή μετά τις πράξεις: 

  ==− ή0
2   

 ενώ 2 2 2
1 1x y − − = − . 

Για το μέρος του κύκλου που περιβάλλε-

ται απ’ την ημιπεριφέρεια c1 και τον άξο-

να Oy, και είναι λόγω συμμετρίας το μι-

σό του τόπου D, τα όρια μεταβολής είναι: 

0 2, 0       .  
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Επίσης είναι =
),(

),(

vuD

yxD
.   

Άρα το εμβαδόν της επιφάνειας S είναι 

 ( ) ( ) =−−−=
−

=    = =

−

= =




 














dd

dd
S

2

0 0

22
1

22

0 0 2
11)21(2

1
2  

 
( )

( )
1

2 2

2 2 2

0 0

0

1
2 1 1

1 2
d d



 




   

=

 
−

 = − = − − − =
 
  

   

   2

0
2 2.



  = − − = −  

2) Να υπολογιστεί το εμβαδό του τμήματος του παραβολοειδούς  

22
yxz += , που αποκόπτεται απ’ τον κύλινδρο 2 2 2

x y + = . 

Λύση 

Ο τόπος D, όπως φαίνεται στο σχήμα 55 είναι ο κύκλος 2 2 2
x y + = . Είναι 

2222
4411,2,2 yxqpy

y

z
qx

x

z
p ++=++=




==




= .  Άρα 

 

  ++=++=

D D

dxdyyxdxdyqpS )(411
2222

.  

Χρησιμοποιούμε πολικές συντεταγμένες. Τα όρια μεταβολής είναι: 

  0,20   (ο κύκλος 2 2 2
x y + =  γίνεται    = ). Άρα 
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( ) ( )
12

2 2 22

0 0

1
1 4 1 4 1 4

8
D

S d d d d
 

 
      

= =
= + = + + =    

( )
( )

3
2 2

32
2 2

0

0

1 41
1 4 1 .

8 3 2 6
d







 
 

=

 
+   = = + −

    
  

  

2) Να υπολογιστεί το εμβαδόν του τμήματος του παραβολοειδούς  

2 2
2 ( )z x y= − +  που βρίσκεται προς τα θετικά  z. 

Λύση 

Το παραβολοειδές 2 2
2 ( )z x y= − +  έχει κορυφή το σημείο (0, 0, 2) και η τομή του με 

το επίπεδο z = 0 (xOy) (απαλοιφή του z) είναι ο κύκλος 2 2
2x y+ = . Το εμβαδόν του 

τμήματος S του παραβολοειδούς που βρίσκεται πάνω από το επίπεδο xOy δίνεται από 

τον τύπο (3) της παραγράφου 6.7, ή 6.8, δηλαδή: 

2 2
1

ύ

D

E p q dxdy  = + + ,  

όπου 2 , 2
z z

p x q y
x y

 
= = − = = −
 

 και 

D είναι η ορθή προβολή του τμήματος S 

του παραβολοειδούς στο επίπεδο xOy, 

δηλαδή  

 2 2
( , ) / 2D x y x y= +  . Άρα 

 2 2
1 4( )

ύ

D

E x y dxdy  = + +  

Με μετασχηματισμό σε πολικές συντεταγμένες και  

  ( , ) / 0 2, 0 2D     =      

προκύπτει 

2
2 3 2

2 2
2

0 0
0

1 (1 4 )
1 4 2

8 3 2
E d d

 
    

 +  = + = =        
   

3 2 3 13
(9 1) (3 1)

6 6 3

  
= − = − = . 

3) Να βρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας (σαμπρέλας) με εξισώσεις: 
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 ( )x   = +  

 ( )y   = +  

 , 0 , 2 , 0z R     =      . 

 Λύση 

Η μορφή της σαμπρέλας δίνεται στο σχήμα 56. Το τμήμα της επιφάνειας που βρίσκε-

ται στο θετικό μέρος του χώρου, (x, y, z > 0) αντιστοιχεί στις τιμές  

 0 2, 0       . 

Το εμβαδό του τμήματος αυτού είναι το 81  ολόκληρης της επιφάνειας. Αν θέ-

σουμε ,u v = =  τότε απ’ τον τύπο (6) του εμβαδού της παραγρ. 6.7 έχουμε: 

  =−=
D

vuvuDdudvFEGS  0,20:),(,
2  

 

Απ’ τους τύπους (5α, 5β, 5γ) της 5.11 έχουμε: 

   

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
( ) ( ) 0 ( )

u u u
E x y z x y z  

          

     = + + = + + =

= − + + + + = +
 

( ) ( )

( ) ( ) 0 0

u v u v u v
F x x y y z z x x y y z z     

      

        

           = + + = + + =

= − +  − +

+ +  − +  =
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2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

( )

( )

v v v
G x y z x y z     

            

     = + + = + + = − +

+ − + = + =
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Άρα 2
( )EG F   − = + .  

Επειδή 0F =  προκύπτει ότι οι καμπυλόγραμμες συντεταγμένες ,     είναι ορ-

θογώνιες. Επομένως το ολικό εμβαδό της επιφάνειας είναι  

2 2 2

00 0 0
8 ( )S d d d

  

  
        

= = =
 = + = + =     

 2 22

00
8 8 4 .d

 

    = = =  

6.8  Ορισμός επιεπιφάνειου ολοκληρώματος 

Το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα ορίζεται ως εξής: 

Α) Έστω μια επιφάνεια S όπως έχει μελετηθεί στη προηγούμενη παράγραφο και  

 ),,( zyxAf =  

μια σημειακή συνάρτηση μονότιμη και συνεχής που ορίζεται σε κάθε σημείο 

της επιφάνειας S. Διαιρούμε την S σε ένα αριθμό στοιχειωδών επιφανειών ΔS1, ΔS2, 

…, ΔSν όπως έγινε στη παράγραφο 6.7, με αντίστοιχα εμβαδά Δσρ όπου ρ = 1, 2, …, ν 

και σχηματίζουμε το άθροισμα  

 
=






 
1

),,(A  όπου το σημείο   SP ),,( . 

Αν το όριο του αθροίσματος αυτού υπάρχει όταν ν → , έτσι ώστε κάθε εμβα-

δό 
  να τείνει στο μηδέν, τότε το όριο αυτό λέγεται επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα της 

σημειακής συνάρτησης Α(x, y, z) πάνω στην επιφάνεια S και συμβολίζεται  

 








 = 
=

→
1

),,(lim),,( AdzyxA
S

 (1) 

Η έννοια του επιεπιφάνειου ολοκληρώματος είναι ανεξάρτητη του συστήματος συ-

ντεταγμένων, όπως και της εκλογής της παραμετρικής έκφρασης της επιφάνειας. Το 

επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα μπορεί να εκφραστεί ως ένα συνηθισμένο διπλό ολοκλή-

ρωμα. Αυτό επιτυγχάνεται με τη βοήθεια των εξισώσεων της επιφάνειας.  

Αν η επιφάνεια S δίνεται με τις παραμετρικές εξισώσεις  

 Τ),(με),(),,(),,( === vuvuzzvuyyvuxx , 
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τότε το στοιχείο d  δίνεται όπως είδαμε (τύπος (5) της 6.7)  

 dudvFEGd
2

−=  οπότε η (1) γράφεται 

 
2

( , , ) ( , )
S T

A x y z d B u v EG F dudv = −   (2) 

όπου ( )),(),,(),,(),,(),( vuzvuyvuxAzyxAvuB ==  και E, G, F είναι τα θεμελιώδη 

ποσά 1ης τάξης, ενώ Τ είναι ο τόπος που μεταβάλλονται τα u και v στο επίπεδο uOv. 

Στην περίπτωση που η S ορίζεται με την εξίσωση ),( yxfz = , τότε το d  εκ-

φράζεται με τη (2) της 6.7 οπότε η (1) γράφεται 

 
2 2

( , , ) ( , , ( , )) 1
S D

A x y z d A x y f x y p q dxdy = + +               (2α) 

όπου 
y

z
q

x

z
p




=




= ,  και D είναι ο τόπος ορισμού της ),( yxfz = .  

Επομένως η ( )),(,, yxfyxA  είναι συνάρτηση μόνο των x, y και το 2ο μέλος της 

(2α) είναι ένα συνηθισμένο διπλό ολοκλήρωμα στο τόπο D.  

Το παραπάνω επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα που υπολογίζουμε μέσω της (2α) λέγεται και 

επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 1ου είδους.  

Να τονιστεί τέλος, ότι αν ( , , ) 1A x y z = , τότε το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα  

της  Α = 1, πάνω στην επιφάνεια S που προκύπτει απ’ τη (2α) δηλαδή το  

 
2 2

1
S D

d p q dxdy = + +                                                          (3) 

δίνει το εμβαδόν της επιφάνειας S όπως είδαμε πριν (τύπος (3) της παρ. 6.7). 

Β) Επανερχόμαστε τώρα στη στοιχειώδη επιφάνεια ΔSρ και θεωρούμε τη κάθε-

τη στο σημείο   SP ),,(  με κατεύθυνση αυτή του μοναδιαίου διανύσμα-

τος 0l


 (
0l


=1) με συντεταγμένες ),,(  όπου 

222222
1

1
,

1
,

1 qpqp

q

qp

p

++
=

++

−
=

++

−
=     (3α) 

είναι τα συνημίτονα κατεύθυνσης του διανύσματος 0l


 δηλαδή  
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),(),,(),,( 000000



=== zlylxl


 . 

Θεωρούμε ακόμα τη διανυσματική συνάρτηση 

 000 ),,(),,(),,(),,( zzyxRyzyxQxzyxPzyxF


++=  (4) 

που είναι ορισμένη και συνεχής πάνω στην S. 

Σχηματίζουμε το εσωτερικό γινόμενο 

  RQPlF ++= 0


 (5) 

που είναι μια συνεχής συνάρτηση των x, y, z πάνω στην S.  

Ονομάζουμε επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 2ου είδους της διανυσματικής συνάρτησης 

),,( RQPF


 πάνω στην επιφάνεια S και το συμβολίζουμε με  

 
S

Pdydz Qdzdx Rdxdy+ + ,  

το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 1ου είδους της πραγματικής συνάρτησης 0lF

  πά-

νω στην S, δηλαδή  

  =++=++
S SS

dlFdRQPRdxdyQdzdxPdydz  0)(


      

(6) 

6.8.1  Ιδιότητες επιεπιφάνειου ολοκληρώματος 

1. Το γινόμενο 0lF

  παριστάνει τη προβολή της διανυσματικής συνάρτησης F


 

πάνω στη διεύθυνση του 0l


, (
0

πρ),(),( 0000 l
FlFFlFlFlF 


===



 ) 

2. Το d  είναι το απειροστό εμβαδό της επιφάνειας S και οι εκφράσεις 

  dydzddxdzddxdyd ===  ,,  

είναι τα εμβαδά των προβολών της στοιχειώδους επιφάνειας d  πάνω στα επί-

πεδα xOy, xOz, yOz αντίστοιχα, όπως φαίνεται απ’ τη σχέση (1α) της 6.7. 

3. Ο υπολογισμός του επιεπιφάνειου ολοκληρώματος 2ου είδους ανάγεται στον 

υπολογισμό του επιεπιφάνειου ολοκληρώματος 1ου είδους, δηλαδή των  

 , , ,
S S S

P d Q d R d         με 
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 ( )( , ), ,

y zS D

P d P g y z y z dydz  =   ,                                  (7α) 

 ( ), ( , ),

x zS D

Q d Q x h x z z dzdx  =   ,                                   (7β) 

 ( ), , ( , ) ,

x yS D D

R d R x y f x y dxdy 
=

=    (7γ) 

όπου DDDD yxzxzy =και  ,,  είναι οι προβολές της επιφάνειας S στα επίπεδα 

yOz, xOz και xOy αντίστοιχα ενώ η επιφάνεια S έχει εξίσωση (λυμένη ως προς x, y, 

z) 

 ),(),,(),,( yxfzzxhyzygx === , 

για τους τύπους (7α), (7β) και (7γ) αντίστοιχα. Το πρόσημο (+) λαμβάνεται όταν η 

κάθετη 0l


 στην επιφάνεια σχηματίζει οξεία γωνία με τα μοναδιαία διανύσματα 
0x


, 

0y


, 
0z


 στους (7α,β,γ), (αντίστοιχα (–) όταν σχηματίζει αμβλεία γωνία). 

Όμως, μπορούμε να αποφύγουμε να πάρουμε της προβολές της S σε κάθε επί-

πεδο συντεταγμένων για να υπολογίσουμε τα επιεπιφάνεια ολοκληρώματα (7α), (7β) 

και (7γ). Αυτό γίνεται αν το ολοκλήρωμα  

  ++
S

dRQP  )(  

το εκφράσουμε διαφορετικά, συνδυάζοντας τους τύπους (3) και (3α). Έτσι έχουμε 

 =++
S

dRQP  )(  

 =++
++

+−+−
= 

=

dxdyqp
qp

RqQpP

yxDD

22

22
1

1

1)()(
     

 ( )dxdyRQqPp
D

 +−−=                                                                    (8) 

όπου η επιφάνεια S έχει εξίσωση ),( yxfz = και προβάλλεται στο τόπο D του επιπέ-

δου xOy, ενώ οι συναρτήσεις P, Q, R λόγω της ),( yxfz =  εκφράζονται μόνο συναρ-

τήσει των x και y, και 
y

f
q

x

f
p




=




= , . Δηλαδή το τελευταίο ολοκλήρωμα είναι ένα 

συνηθισμένο διπλό ολοκλήρωμα. 
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4. Οι ιδιότητες του επιεπιφάνειου ολοκληρώματος (1ου ή 2ου είδους) είναι ανά-

λογες με τις ιδιότητες του διπλού ολοκληρώματος. 

5. Ενώ το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 1ου είδους είναι ανεξάρτητο απ’ τον προ-

σανατολισμό της επιφάνειας, το αντίθετο συμβαίνει με το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 

2ου είδους. Αν αλλάζει προσανατολισμό η επιφάνεια S (δηλαδή αν αλλάζει η φορά 

του 0l


), τότε αλλάζει πρόσημο και το ολοκλήρωμα. (Η φορά του 0l


 καθορίζεται στη 

παράγραφο 6.9.2.1. ιδιότητα 1.). 

6. Στο τύπο (6) το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 
0

S

F l d =   λέγεται και ροή 

του διανυσματικού πεδίου F


 δια της επιφάνειας S και ισούται με 

 
0

S V V

P Q R
F l d divFdV dxdydz

x y z


   
 =  = = + + 

   
   .                    (9) 

Παραδείγματα 

1) Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα ( )2 2

S

y z d+  όπου S είναι 

το τμήμα της επιφάνειας της σφαίρας 1
222
=++ zyx  που κόβεται απ’ το κώνο 

222
yxz +=  όπου z > 0. 

Λύση 

Η επιφάνεια S προβάλλεται στο επίπεδο xOy κατά το τόπο  

 21:
22
+ yxD . 

Ο τόπος αυτός D ( όπως και κάθε τόπος) υπολογίζεται ως εξής: Αν θέσουμε στην εξί-

σωση της σφαίρας 1
222
=++ zyx  όπου 

2
z  το ίσο του 22

yx +  απ’ την εξίσωση του 

κώνου,  βρίσκουμε (απαλείφουμε το z): 

 1)(
2222
=+++ yxyx  ή 21

22
=+ yx  (1)  

που είναι το σύνορο της S και ταυτόχρονα του τόπου D (σχήμα 57). 

Χρησιμοποιούμε τώρα σφαιρικές συντεταγμένες 

 x = , y = , , ( 1)z  = =  (2)  
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για να υπολογίσουμε τα 

όρια μεταβολής των 

( , )u v = =  του νέου τόπου Τ 

των ,  .  

Η (1) γράφεται λόγω των 

σχέσεων (2):  

 

2 2 2 2
1 2     + =  

ή 2
1 2  =   

απ’ όπου προκύπτει 0 4    και  20  . 

Εφαρμόζοντας τώρα το τύπο (2) της 6.8 έχουμε: 

( ) ( )2 2 2 2 2 2

S T

y z d EG F d d       + = + −  , όπου  (3) 

2 2 2 2 2 2 2 2
1E x y z            = + + = + + =  

2 2 2 2 2 2 2 2
G x y z            = + + = + =  

0F x x y y z z            = + + = − + =  

Άρα 
2

EG F − =  και η σχέση (3) γίνεται 

 ( ) ( )
2

42 2 2 2 2

0 0
S

y z d d d




 
        

= =
+ = + =    

  
2

4 2 2 2

0
0

02 2
d








 
      

=

  
= − + + =     
  

 ( ) ( )4 42 2 2

0 0
2 1d d

 


          

=
= + = + =   

 ( )
3 4

4 2

0
0

1 ( )
3

d


  

     
 

= − + = − + = 
 

  

( )
( ) ( ).2716

123

4

12

2

2

2
311

3

22

2

2
3

−=













−+−=














+−+−=
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2) Να υπολογιστεί το 
0

S

I F l d=   όπου 000 31218 zyyxzF


+−=  και S είναι 

η επιφάνεια 12632 =++ zyx  με 0,, zyx  (σχήμα 58) 

Λύση 

Θα υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα με 2 τρόπους: πρώτα χρησιμοποιώντας τον τύπο 

(8) της 6.8.1 και μετά χρησιμοποιώντας τους (7α), (7β), (7γ) της 6.8.1. 

1ος τρόπος 

Η εξίσωση της επιφάνειας (επιπέδου) είναι yxz
2

1

3

1
2 −−= .                     (1) 

και άρα 
3

1
−=




=
x

z
p , 

2

1
−=




=
y

z
q . Οι συντεταγμένες του ),,( zyxF


 είναι 

yzyxRzyxQzzyxP 3),,(,12),,(,18),,( =−==   

οπότε η παράσταση του τύπου (8): RQqPp +−−  γίνεται:  

 ( ) yzyz 3663)21()12(3118 +−=+−−−−− . 

Αντικαθιστούμε στη τελευταία σχέση το z με το ίσο του απ’ την (1) και έχουμε 

 xyyxRQqPp 2636
2

1

3

1
26 −=+−








−−=+−−  

Επομένως απ’ τους τύπους (8) και (6) προκύπτει (σχήμα 58): 

 ( ) ( ) ( )
12 2

6 6
3

0 0 0

12 2
6 2 6 2 6 2

3
x y

x

x y
D

x
I x dxdy x dxdy x dx

−

= =

−
= − = − = − =     

6
6

2 2 3

0
0

4 4
24 12 24 6 24.

3 9
x x dx x x x

   
= − + = − + =   
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(Οι ευθείες 
321 ,,   όπως φαίνονται στο σχήμα 58, προκύπτουν απ’ την εξί-

σωση του επιπέδου 12632 =++ zyx  για  z, x, y = 0 αντίστοιχα). 

2ος τρόπος 

Απ’ τη σχέση (6) της τελευταίας παραγράφου 6.8 έχουμε: 

( )   ++=++=
S S S

RdxdyQdxdzPdydzdRQPdlF 0


 

Όμως, το μοναδιαίο διάνυσμα 0l


 ως κάθετο στην επιφάνεια S, σχηματίζει, όπως φαί-

νεται στο σχήμα 58, οξείες γωνίες με τα μοναδιαία διανύσματα 
000 ,, zyx


. Επομέ-

νως, (ιδιότ. 3 της 6.8.1) προσθέτουμε τις σχέσεις (7α), (7β), (7γ) (με πρόσημο +): 

( ) ( , ) ( , ) ( , )

y z z x x yS D D D

P Q R d P y z dydz Q z x dzdx R x y dxdy   + + = + +   

. 

Υπολογίζουμε χωριστά τα επί μέρους ολοκληρώματα στους τόπους 

yxxzzy DDD ,,  

προσέχοντας κάθε φορά τα όρια μεταβολής στους εκάστοτε τόπους. Έτσι, 

    =

−

= =
=







 −
===

zy zyD D
y

y

z y
dy

y
zdzdyzdydzdydzzyP

4

0

6

312

0

4

0

2

6

312
91818),(  

( )   48144363
4

1
144729

4

1 4

0

23
4

0

2
=+−=+−=  =

yyydyyy
y

 

12 2
6

6

0 0
( , ) ( 12) 12

z x z x

x

x z
D D

Q z x dzdx dzdx dzdx

−

= =
= − = − =     

72
6

212
3

1
212

6

0

2
6

0
−=








−−=








−−=  =

x
xdxx

x
 

12 2
6

3

0 0
( , ) 3 3

x y x y

x

x y
D D

R x y dxdy ydxdy ydydx

−

= =
= = =     

( ) ==
=−=







 −
=

6

0

26

0

2

212
6

1

3

212

2

3

xx
dxxdx

x
 

( ) 4814424
3

4

6

1
144484

6

1
6

0

23
6

0

2
=








+−=+−=  =

xxxdxxx
x

 

Επομένως 24487248321 =+−=++= IIII . 
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3) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα ( ) + dyx

S

22 , όπου S είναι η επιφάνεια 

του κώνου )(3
222
yxz +=  που περιορίζεται απ’ τα επίπεδα  z = 0 και  z = 3. 

Λύση 

Η τομή του κώνου )(3
222
yxz +=  με το επίπεδο z = 3 (που είναι παράλληλο προς το 

xOy σε απόσταση 3 μον.) δίνει τη καμπύλη  

3 ή)(33
22222
=++= yxyx  

που είναι ταυτόχρονα και το σύνορο 

του τόπου D που προέρχεται απ’ τη προβο-

λή της επιφάνειας του κώνου στο επίπεδο 

xOy (σχήμα 59). Η επιφάνεια του κώνου 

(λυμένη ως προς z, z > 0) είναι 

)(3),(
22
yxyxzz +== . 

Για τον υπολογισμό του ολοκληρώ-

ματος χρησιμοποιούμε το τύπο (3) της 6.8, 

2 2 2 2 2 2
( ) ( ) 1

S D

I x y d x y p q dxdy= + = + + +    όπου:       (1) 

2 2 2 2

3 3
, ,

z x z y
p q

x yx y x y

 
= = = =
 + +

    

2 2

2 2

2 2 2 2

3 3
1 1 2

x y
p q

x y x y
+ + = + + =

+ +
 

Επομένως η (1) γίνεται 2 2
( ) 2

D

I x y dxdy= +  .  

Χρησιμοποιούμε πολικές συντεταγμένες ,x y = = , με 

  ( , ) ( , ) : 0 3, 0 2       =      και 


=
),(

),(

D

yxD
.  

Είναι 

   = =
==+=

D T

dddddxdyyxI


 


2

0

3

0

3222
22)(2  


 


9

4

9
2

4
2

2

0

3

0

2

0

4

==







=  =

dd  
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4) Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα  

 2
S

xdydz ydzdx zdxdy+ − ,  

όπου S είναι η επιφάνεια σφαίρας 2222 =++ zyx  που βρίσκεται στο πάνω μέρος 

του επιπέδου xOy  (z  0). 

Λύση 

Απ’ τον τύπο (6) της παραγράφου 6.8 το παραπάνω ολοκλήρωμα γράφεται 

( )2 2
S S

xdydz ydzdx zdxdy x y z d   + − = + −   (1) 

όπου ,,,   είναι τα συνημίτονα κατεύθυνσης του κάθετου μο-

ναδιαίου διανύσματος 0l


, που υποθέτουμε ότι η θετική του φορά διευθύνεται προς το 

εξωτερικό της επιφάνειας, με τους θετικούς ημιάξονες Ox, Oy, Oz. Είναι δε 

 









zyx

=== ,,  

τα οποία, ως γνωστό, έτσι ορίζονται, ή ακόμα, που προκύπτουν μετά από πρά-

ξεις απ’ τους γνωστούς τύπους 3α της παρ. 6.8: 

2 2 2 2 2 2

1
, , ,

1 1 1

p q

p q p q p q
  

− −
= = =

+ + + + + +
 

όπου )0(),(
222

−−== zyxyxfz   και  

 
222222

,
yx

y

y

z
q

yx

x

x

z
p

−−

−
=




=

−−

−
=




=


. 

Έτσι η (1) γίνεται  ( )2 2 21
2

S

I x y z d


= + −      (2) 

Για τον υπολογισμό του (2) εφαρμόζουμε (όπως και στο παράδειγμα 1) τον τύ-

πο (2) της 6.8,  

2
( , , ) ( , )

S T

A x y z d B u v EG F dudv = −   

χρησιμοποιώντας σφαιρικές συντεταγμένες:  

 , ,x y z   = = =  

όπου οι συντεταγμένες   και   για το πάνω ημισφαίριο έχουν τις μεταβολές: 
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 0 2 , 0 2       . 

Όπως και στο παράδειγμα 1. βρίσκουμε 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
E x y z                 = + + = + + =  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
G x y z               = + + = + =  

0F x x y y z z            = + + = − + =

 Άρα   

2 2 2 2 2 2
0EG F      − =  − = .

 Επομένως η (2) γράφεται 

( )2 2 2 2 2 2 21
2

D

I d d            


= + −  (3) 

όπου ο νέος τόπος D είναι  ( , ) 0 2 , 0 2         . Είναι 

( ) ( )3 2 2 3 2
2 1 3

D D

I d d d d             = − = − =   

( )
2

23 2

0 0
3 1 ( )d d



 
    

= =
= − =   

 
2 2

3 3 32

00 0
0 0d d

 

 
      

= =
 = − =  =    

6.9  Θεώρημα Gauß – Ostrogradsky (ή Green στο χώρο) 
και Θεώρημα Stokes  

Πρόκειται για δύο βασικά θεωρήματα που βρίσκουν πολλές εφαρμογές στη Φυσική 

και αναφέρονται, το πρώτο ως θεώρημα των Gauß – Ostrogradsky, ή θεώρημα της 

απόκλισης, ή θεώρημα του Green στο χώρο και το άλλο ως θεώρημα του Stokes. 

Στο πρώτο θεώρημα Gauß – Ostrogradsky αποδεικνύεται ότι το επιεπιφάνειο 

ολοκλήρωμα πάνω σε μια κλειστή επιφάνεια S είναι ίσο με τριπλό ολοκλήρωμα που 

έχει ως τόπο τον όγκο V που περιβάλλεται απ’ την S.  

Στο δεύτερο του Stokes αποδεικνύεται ότι το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα κατά 

μήκος μιας κλειστής καμπύλης c του χώρου που περατώνεται στην επιφάνεια S είναι 

ίσο με επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα που έχει ως τόπο την επιφάνεια S.  



 

268 

 

6.9.1  Θεώρημα Gauß – Ostrogradsky, ή Θεώρημα Green στο 
χώρο, ή Θεώρημα Απόκλισης 

Έστω D ένας τρισδιάστατος τόπος που περατώνεται στη κλειστή επιφάνεια S και 

000 ),,(),,(),,(),,( zzyxRyzyxQxzyxPzyxF


++=  μια διανυσματική συνάρτηση η 

οποία έχει συνεχείς τις παραγώγους 
z

R

y

Q

x

P












,,  και ορίζεται στο τόπο D. Τότε: 

 
S D

P Q R
Pdydz Qdzdx Rdxdy dxdydz

x y z

   
+ + = + + 

   
   (1) 

Απόδειξη 

Έστω Dxy η προβολή του D πάνω στο xOy. Για ευκολία, και χωρίς περιορισμό της 

γενικότητας, υποθέτουμε ότι η επιφάνεια S αποτελείται απ’ τις εξής επιφάνειες: 

i) την S1 με εξίσωση 
1
( , ), ( , )

x y
z f x y x y D=   

ii) την S2 με εξίσωση 

2 1 2
( , ), ( , ) με ( , ) ( , ) ( , )

x y x y
z f x y x y D f x y f x y x y D=      

iii) την S3 που είναι κυλινδρική επιφάνεια 

με γενέτειρα παράλληλη προς τον άξονα Oz 

(σχήμα 60). Τότε  

2

1

( , )

( , )

x y

f x y

z f x y
D D

R R
dxdydz dz dxdy

z z=

  
= =   

    

( ) ( )2 1
, , ( , ) , , ( , )

x yD

R x y f x y R x y f x y dxdy= −  

Έστω γ η γωνία που σχηματίζουν η θετική 

κατεύθυνση του άξονα Oz με το 0l


 (κάθετο 

εξωτερικά της S2), με 00 zl

= . Τότε 

η γωνία γ είναι οξεία στην S2 και αμβλεία 

στην S1, ενώ είναι 2 στην S3 όπως φαίνε-

ται στο σχήμα 60. Έτσι (τύπος 7γ της 6.8) 

προκύπτει: 

 

( )
2

2
, , ( , )

S

R x y f x y d  =  
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( )2
, , ( , ) ( 90 )

x yD

R x y f x y dxdy 


=    (2) 

( ) ( )
1

1 1
, , ( , ) , , ( , ) ( 90 )

x yS D

R x y f x y d R x y f x y dxdy  


= −     (3) 

( )
3

, , 0 ( 90 )
S

R x y z d  


= =   (4) 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις (2), (3), (4) έχουμε 

 ( , , )
S

R x y z d  =  

 ( ) ( )2 1
, , ( , ) , , ( , )

x y x yD D D

R
R x y f x y dxdy R x y f x y dxdy dV

z


= − =

   .    (5) 

Παρόμοια βρίσκουμε 

  


=

DS

dV
y

Q
dzyxQ ),,( ,                                                (6) 

  


=

DS

dV
x

P
dzyxP ),,( .            (7) 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις (5), (6), (7) βρίσκουμε  

( ) dV
z

R

y

Q

x

P
dRQP

S D

  











+




+




=++   

δηλαδή η αποδεικτέα σχέση (1) λόγω της (6) παράγραφος 6.8. 

6.9.1.1  Ιδιότητες του Θεωρήματος Απόκλισης 

1. Επειδή 
z

R

y

Q

x

P
Fdiv




+




+




=


 ο τύπος (1) γράφεται διανυσματικά 

 
0

S D

F l d divFdV =   (8) 

Έτσι δικαιολογείται και η ονομασία του, ως «θεώρημα απόκλισης». 

2. Αν στο τύπο (1) θέσουμε zRyQxP === ,,  παίρνουμε 

  =++

S D

dxdydzzdxdyydxdzxdydz 3  ή  
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1

3
D D S

dV dxdydz xdydz ydxdz zdxdy= = + +     (9) 

Ο τύπος (9) εκφράζει τον όγκο ενός τρισδιάστατου τόπου D που περιβάλλεται 

απ’ τη κλειστή επιφάνεια S με τη βοήθεια ενός επιεπιφάνειου ολοκληρώματος πάνω 

στην S.  

3. Αν υποθέσουμε ότι F


είναι η κλίση κάποιας σημειακής συνάρτησης Φ τότε  

 =F


 όπου 
z

R
y

Q
x

P



=




=




= ,,  και 

 =



+




+




=

2

2

2

2

2

2

2

zyx
Fdiv


 δηλαδή η Λαπλασιανή της Φ. Έτσι, 

 
zyx

lF



+




+




= 0


 (10) 

δηλ. τη παράγωγο της Φ κατά διεύθυνση (τύπος (6) της παρ. 5.5). Έτσι  

 
0

0
ld

d
lF 
 
=   οπότε ο τύπος (8) γράφεται 

 
2

0S D

d
d dV

dl



=     (11) 

6.9.2  Θεώρημα του Stokes 

Έστω S μια ανοιχτή επιφάνεια δύο όψεων με εξίσωση ),( yxfz =  που καταλήγει σε 

μια απλή κλειστή καμπύλη c. Θεωρούμε τη μια όψη της S θετική όταν, παρατηρητής 

περπατώντας πάνω στο σύνορο της S με το κεφάλι προς τη κατεύθυνση της θετικής 

κάθετης, έχει την επιφάνεια προς τα αριστερά του. Αν P, Q, R είναι συναρτήσεις των 

x, y, z μονότιμες και συνεχείς, με μερικές παραγώγους 1ης τάξης συνεχείς σ’ ένα τόπο 

που περιέχει την S, τότε ισχύει ο τύπος ή το θεώρημα Stokes: 

c
I Pdx Qdy Rdz= + + =  

 
S

R Q P R Q P
d

y z z x x y
    

          
= − + − + −     

          
              (1) 
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Απόδειξη 

Θα υπολογίσουμε πρώτα τον όρο 
1

c
I Pdx=  .  

 Έστω ότι η κλειστή καμπύλη c προβάλλεται στο xOy κατά τη κλειστή καμπύλη 

1c  που περικλείει το τόπο D1 και ότι η φορά διαγραφής της 
1c είναι η ορθή φορά. Έ-

στω ακόμη ότι το ),,(0 l


 σχηματίζει οξεία γωνία με τον Oz δηλαδή 

0 . Θέτουμε ( ) ),(),(,,),,( yxMyxfyxPzyxP ==  οπότε  

 
1

( , )
c c

I Pdx M x y dx= =  . Επομένως (τύπος (2) της παρ. 6.5) 

 

1

c
D

M
Pdx dxdy

y


= −

  ,  όπου (2) 

 q
z

P

y

P

y

z

z

P

y

P

y

M





+




=









+




=




.   (3) 

Επειδή, 

 
222222

1

1
,

1
,

1 qpqp

q

qp

p

++
=

++

−
=

++

−
=   

προκύπτει:  

 
1p q

  
= =

−
 άρα q




= −   

οπότε η (3) γράφεται 

1M P P P P

y y z z y


 

 

     
= −  = − − 

     
 (4) 

Επομένως η (2) λόγω της (4) γράφεται 

 

1

1
c

D

P P dxdy
I Pdx

z y
 



  
= = − 

  
   (5) 

Επειδή 0  , είναι  ddxdy =  (τύπος (1α) της παρ. 6.7). Άρα 

 
1

c
S

P P
I Pdx d

z y
  

  
= = − 

  
  . (6) 

(Να σημειωθεί ότι με αντικατάσταση του  ddxdy =  στην (5), η προβολή 
1

D  

της S στο xOy αντικαθίσταται με την S, εφόσον αναφερόμαστε στο d ).   

Παρόμοια βρίσκουμε τους επόμενους τύπους με κυκλική μετάθεση των γραμμάτων  

, , και , ,x y z    : 
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2

c
S

Q Q
I Qdy d

x z
  

  
= = − 

  
   (7) 

 
3

c
S

R R
I Rdz d

y x
  

  
= = − 

  
   (8) 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις (6), (7) και (8) προκύπτει ο τύπος (1). 

6.9.2.1  Ιδιότητες Θεωρήματος Stokes 

1. Αν 0  , τότε η c θα διαγράφεται κατά την αρνητική φορά ως προς το 

τόπο D 1, οπότε έχουμε αλλαγή του σημείου κατά την εφαρμογή του θεωρήματος του 

Green. Έχουμε όμως και δεύτερη αλλαγή όταν επανερχόμαστε στο επιεπιφάνειο ολο-

κλήρωμα μέσω του τύπου  ddxdy = , οπότε οι δύο αυτές αλλαγές αλληλοα-

ναιρούνται. 

2. Το θεώρημα του Stokes εφαρμόζεται και στη περίπτωση που το σύνορο της 

επιφάνειας S αποτελείται από διάφορες χωριζόμενες καμπύλες. Στη περίπτωση αυτή 

το ολοκλήρωμα 
c
Pdx Qdy Rdz+ +  το παίρνουμε κατά μήκος προσανατολισμένων 

καμπύλων που αποτελούν το σύνορο της S.  

3. Αν 000 zRyQxPF


++= , τότε ως γνωστό, 

    ++=
c c

RdzQdyPdxrdF


 

(τύπος (9α) της παρ. 6.4), οι δε συναρτήσεις 

 











−
















−
















−





y

P

x

Q

x

R

z

P

z

Q

y

R
,, ,  

θεωρούνται (καταχρηστικά βέβαια) ότι είναι συνιστώσες του διανύσματος 

 

RQP

zyx

zyx

Frot











=

000




,  

οπότε ο (1) γράφεται διανυσματικά 

   =
c

S

dFrotlrdF 


0  (9) 
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Η φυσική ερμηνεία του τύπου (9) είναι ότι η κυκλοφορία του διανυσματικού πεδίου 

F


 κατά μήκος της καμπύλης c ισούται με τη ροή του διανυσματικού πεδίου Frot


 

(δηλαδή της στροφής του F


) δια μέσου της επιφάνειας S που καταλήγει στη c (ιδιό-

τητα 6 της παρ. 6.8.1). 

4. Αν η επιφάνεια S είναι παράλληλη προς το xOy, (δηλαδή z = c), τότε dz = 0 

και ο τύπος του Stokes γίνεται 

 
c

S

Q P
Pdx Qdy dxdy

x y

  
+ = − 

  
   

δηλαδή ο τύπος του Green στο επίπεδο (παράγραφος 6.5) 

5. Οι ιδιότητες 3η και 4η της παραγράφου 6.5.1, επεκτείνονται και στη περίπτω-

ση του θεωρήματος του Stokes. Έτσι, αν 

 
y

R

z

Q

x

R

z

P

y

P

x

Q




=








=








=




,,  ή 0


=Frot  όπου ),,( RQPF


, τότε: 

i) 0
c
Pdx Qdy Rdz+ + =  για κάθε κλειστή καμπύλη του τόπου, 

ii) το  ++
B

A
RdzQdyPdx  είναι ανεξάρτητο απ’ τη καμπύλη ολοκλήρωσης που 

ενώνει τα Α και Β του τόπου και βρίσκεται εξ ολοκλήρου σ’ αυτόν, 

iii) η παράσταση RdzQdyPdx ++  είναι το ολικό διαφορικό μιας συνάρτησης 

),,( zyxU  που ορίζεται στο τόπο αυτό. (βλέπε παράγραφο 2.5 ολοκλήρωση 

ολικών διαφορικών) 

Παραδείγματα 

1) Να υπολογιστεί με τη βοήθεια του θεωρήματος των Gauß – Ostrogradsky το 

επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 2
S

I xdydz ydzdx zdxdy= + −  όπου S είναι το ημισφαίριο 

2222
=++ zyx  με  z  0 (παράδειγμα 4. της παραγράφου 6.8) 

Λύση 

Θα χρησιμοποιήσουμε το τύπο των Gauß – Ostrogradsky 

S D

P Q R
Pdydz Qdzdx Rdxdy dxdydz

x y z

   
+ + = + + 

   
  . Είναι 
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1, 1, 2,
P Q R

x y z

  
= = = −

  
 Άρα 0=




+




+





x

R

y

Q

x

P
 οπότε  

0 0 0
V V

I dxdydz dV=  =  =   όπου V το ημισφαίριο ακτίνας ρ. 

2) Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 3 3 3

S

x dydz y dzdx z dxdy+ +  

όπου S είναι η επιφάνεια της σφαίρας 2 2 2 2
x y z + + = . 

Λύση 

Με εφαρμογή του θεωρήματος της απόκλισης (Gauß – Ostrogradsky) έχουμε 

 222
3,3,3 z

z

R
y

y

Q
x

x

P
=




=




=




.  

Επομένως: 

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2
3 3 3 3

V V

I x y z dxdydz x y z dxdydz= + + = + +    

όπου V η σφαίρα 2 2 2 2
x y z + +  .  

Χρησιμοποιώντας σφαιρικές συντεταγμένες , ,    με όρια μεταβολής  

  0 , 0 2 , 0           ,  βρίσκουμε: 

 
5

2 2
2 2

0 0 0 0 0

3
3

5
I d d d d d

    

    


        

= = = = =
=  = =      

  
5 5

2

0
0

3 12
.

5 5
d






 
 

=
= − =  

3) Δίνεται ο χώρος V που περιορίζεται απ’ το κύλινδρο 1
22
=+ yx  και τα επί-

πεδα 0=z  και xz −= 2  (σχήμα 61), καθώς και η διανυσματική συνάρτηση  

 ( ) ( ) ( )2 2 2

0 0 0

z x y
F x ye x y ze y z xe z= + + + + + . 

Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 
0

S

F l d  με εφαρμογή του θε-

ωρήματος Green στο χώρο, όπου S είναι η επιφάνεια που περικλείει το χώρο V.  

Λύση 

Είναι 2 2 2
, ,

z x y
P x ye Q y ze R z xe= + = + = +  άρα 
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2 , 2 , 2
P Q R

x y z
x y z

  
= = =

  
 και )(2 zyx

z

R

y

Q

x

P
++=




+




+




. 

Έτσι, απ’ το θεώρημα της απόκλισης (τύπος (8), ιδιότητα 1. της 6.9.1.1) έχου-

με: 

2

0
0

2 ( ) 2 ( )
x

z
S V D

I F l d x y z dV dxdy x y z dz
−

=
=  = + + = + + =     

( ) ( ) ( ) ( )
2 22

0
2 2 2 2

x

D D

x y z z dxdy x y x x dxdy
−

  = + + = + − + − =      

( )2
2 4 4

D

x xy y dxdy= − − + +  

 

Χρησιμοποιούμε πολικές συντεταγμένες ,x y = = , με 

 


=
),(

),(

D

yxD
 και όρια μεταβολής 10,20   . Έτσι έχουμε 

( )
2 1

2 2 2

0 0
2 4 4I d d



 
        

= =
= − − + + =   

1
4 4 3 2

2
2

0
0

2 4 4

4 4 3 2
d





   
    

=

 
= − − + + = 

 
  

2
2

0

1 1 4
2

4 2 3
d




    

=

 
= − − + + = 
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2

2 2 2

0 0 0

0

1 1 4
2 2

4 2 2 8 3



   
   

 
= − + − − + − + = 

 
 

1 4 15
0 0 4 .

4 8 3 4

 
= − −  +  + =  

4) Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 
0

S

I F l d=  , όπου 

2

0 0 0
( , , ) 2 4F x y z xzx yzy z z= + −  και S είναι η επιφάνεια κύβου που ορίζεται από τα 

επίπεδα 0, 2, 0, 2, 0, 2x x y y z z= = = = = = . 

Λύση 

Από το θεώρημα της απόκλισης (τύπος (8) της παρ. 6.9.1.1) 

 =

S D

dVFdivdlF


0  έχουμε 

2
(2 ) ( ) ( 4 )

D D

I divFdV xz yz z dxdydz
x y z

   
= = + + − = 

   
   

(2 8 ) 5
D D

z z z dxdydz zdxdydz= + − =−   

όπου  ( , , ) / 0 x 2, 0 y 2, 0 z 2D x y z=       . Άρα 

2 2 2

0 0 0
5 5 2 2 2 40I dx dy zdz     = − = −    = −
               

5) Να επαληθευτεί το θεώρημα του Stokes για τη διανυσματική συνάρτηση 

0

2

003 zyzyxzxyF


+−= , όπου S είναι η επιφάνεια του παραβολοειδούς 

22
2 yxz +=  που κόβεται από το οριζόντιο επίπεδο  z = 2. 

Λύση 

Είναι 2
,,3 yzRxzQyP =−== . Αν c είναι η καμπύλη του συνόρου της επιφάνειας 

του παραβολοειδούς, θα επαληθεύσουμε το θεώρημα του Stokes,  

c
Pdx Qdy Rdz+ + =  

 .
S

R Q P R Q P
d

y z z x x y
   

          
= − + − + −     

          
  

Υπολογίζουμε πρώτα το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα (αριστερό μέλος) 
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   +−=++=
c c

dzyzxzdyydxRdzQdyPdxI
2

3  (1) 

 

όπου c είναι η περιφέρεια κύκλου στο χώρο με εξισώσεις 

 ,  

η οποία  προκύπτει αν αντικαταστήσουμε στην εξίσωση του παραβολοειδούς 

22
2 yxz +=  όπου z το 2 (εξίσωση του επιπέδου z = 2) (σχήμα 62), με τη φορά που 

φαίνεται στο σχήμα, εφόσον παίρνουμε ως θετικό το εξωτερικό μέρος της επιφάνειας 

S.  

 Οι παραμετρικές εξισώσεις της c είναι 

        όπου     20  t . 

Έτσι, το ολοκλήρωμα γράφεται (αρνητική φορά) 

( )
2

2

0
3 2 (2 ) 2 2 (2 ) 2 2 (2)

t
I t d t t d t t d



    
=

= −  −   +  =  

( ) ( )
2 2

2 2 2

0 0
12 8 4 8 20 .

t t
t t dt t dt

 

   
= =

= − − − = + =   (2) 

Θα υπολογίσουμε τώρα το 2ο μέλος του θεωρήματος Stokes. Επειδή η γωνία γ 

που σχηματίζει ο άξονας 
0z


 με το 0l


 σε οποιοδήποτε σημείο της S είναι > 90° θα εί-

ναι 0 . Επειδή δε τα συνημίτονα κατεύθυνσης του 0l


 είναι (για γωνία γ οξεία) 








 −−
=




1
,,),,(0

qp
l


  όπου 
22

1 qp ++=  
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τώρα αυτά θα είναι (για γωνία γ αμβλεία) 








 −
=




1
,,),,(0

qp
l


, όπου y
y

z
qx

x

z
p =




==




= ,  

και )(
2

1 22
yxz +=  η εξίσωση της  S  λυμένη ως προς  z. Άρα 

2 2 2 2 2 2

1
, ,

1 1 1

x y

x y x y x y
  

−
= = =

+ + + + + +
  

Εξ’ άλλου είναι  

3,0,
2

−−=



−




=




−




+=




−




z

y

P

x

Q

x

R

z

P
xz

z

Q

y

R
. 

Έτσι, μετά τις αντικαταστάσεις το 2ο μέλος γίνεται  

 ( )
2

2 2

2 2

( ) ( 3)
3

1S D

z x x z
I d z x x z dxdy

x y


+ + +
 = = + + +

+ +
   

όπου 2 2 2 2
1 1d p q dxdy x y dxdy = + + = + +   και 2 2

: 4D x y+  .  

Για )(
2

1 22
yxz +=  παίρνουμε τελικά: 

 
2 2 2 2 2 21 1

( ) ( ) 3
4 2

D

I x y x x x y dxdy
 

 = + + + + + 
 

 . 

Χρησιμοποιούμε πολικές συντεταγμένες: ,x y = =  με 

 
( , )

0 2, 0 2 ,
( , )

D x y
J

D
   

 
    = = .  Έτσι 

( )
2 2 2

2 2 2 2

0 0

1 1
3

4 2
I d d



 
        

= =

 
 =   + + + = 

 
   

6
2 2

3 2 3

0 0

1
3

4 2
dxdy



 


     

= =

 
= + + + = 

 
   

2
7 4 4 2

2
2

0
0

3

7 4 4 8 2
d





   
   

=

 
= + + + = 

 
  

2
2

0

32
4 2 6

7
d




   

=

 
= + + + = 

 
  

   
2

2 2

0 0
0

32 1 32
4 8 0 4 16 20

7 2 2 7


 

     
 

= + + + =  + + = 
 

.  
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Η τελευταία σχέση και η (2) δίνουν  Ι = Ι´, δηλ. επαληθεύεται το θεώρημα 

Stokes. 

6) Να επαληθευθεί ο τύπος του Stokes για το διανυσματικό πεδίο:  

0

2

0

2

0)2( zzyyyzxyxF


−−−=  και για την επιφάνεια S που είναι το πάνω ημι-

σφαίριο της σφαίρας 1
222
=++ zyx  που περατώνεται στο επίπεδο xOy, δηλαδή η c 

έχει εξισώσεις 1
222
=++ zyx ,   z = 0. 

Λύση 

Θα χρησιμοποιήσουμε τον τύπο (9) της 6.9.2.1 

0
c

S

F dr l rotF d =   .  

  Υπολογίζουμε το 1ο μέλος: 

 2 2
(2 )

c c
F dr x y dx yz dy y zdz = − − −    

και επειδή z = 0 οπότε  dz = 0, προκύπτει: 

 (2 )
c c
F dr x y dx = −  .  

Χρησιμοποιούμε παραμετρικές εξισώσεις για τη καμπύλη 1:
22
=+ yxc , τις 

 tdtdxttytx  −=== και  ,20  με, , οπότε 

( ) ( ) ( )
2 2

2

0 0
2 2

c t t
F dr t t t dt t t dt

 

    
= =

 = − − = − =    

    2 2

0 0
( ) 2 1 2 1 2 2 .t t t t

    = − + − − =  

Υπολογίζουμε τώρα το 2ο μέλος:  

Είναι  

 1)1(0,000,022 =−−=



−




=−=




−




=+−=




−





y

P

x

Q

x

R

z

P
yzyz

z

Q

y

R

. Άρα 000 00 zyxFrot


++=  και  =++= 1000 Frotl


.  

Επομένως 

x yS D

d dxdy  =   όπου 
2 2

: 1
x y

D x y+  .  

Χρησιμοποιώντας πολικές συντεταγμένες, το τελευταίο ολοκλήρωμα γίνεται: 

  
2 1 2 1

2 2

0
00 0 0

2 1 2

x yD

dxdy d d d
 



  
      

= = =
 = = = =     . 
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7) Να επαληθευτεί ο τύπος του Stokes για τη διανυσματική συνάρτηση 

000 )()2()( zzyyzxxyxF


++−++=  και για την επιφάνεια S πάνω απ’ το τρί-

γωνο ΑΒΓ που δημιουργείται απ’ το επίπεδο 623 =++ zyx  και τις τομές του με τα 

επίπεδα των συντεταγμένων  x = 0 (yOz), y = 0 (xOz), z = 0 (xOy). 

Λύση 

Υπολογίζουμε πρώτα κατά μήκος της καμπύλης c το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα: 

  ++−++=
c

dzzydyzxdxyxI )()2()(1  (όπου ΑΒΓΑ = c)  

όπως δείχνει το σχήμα 63. 

α) Κατά μήκος της ΑΒ: 

Η εξίσωση της ΑΒ προκύπτει ως τομή της εξίσωσης του επιπέδου 

623 =++ zyx  και του  z = 0, (xOy) δηλαδή θέτοντας  z = 0 (άρα και  dz = 0): 

623:ΑΒ =+ yx  και δίνει 2)36( xy −=  καθώς και dxdy 23−= . Άρα 

( ) ( )2I x y dx x z dy



= + + − =  

( ) ( ) ( )
0

2
(6 3 ) 2 2 0 3 2

x
x x dx x dx

=
= + − + − − =  

0
0

2

2
2

7 6 7
3 1

2 4x

x
dx x x

=

− +  
= = − + = 

 
 . 

β) Κατά μήκος της ΒΓ: 

Ομοίως, η εξίσωση της ΒΓ προκύπτει 

απ’ την εξίσωση του επιπέδου 

623 =++ zyx  για x = 0 (dx = 0). Είναι ΒΓ: 

62 =+ zy  και δίνει yz 26−=  ενώ 

dydz 2−= . Άρα 

( ) ( )2I x z dy y z dz



= − + + =  

( ) ( )
0

3
2 6 6 ( 2)

y
y dy y dy

=
= − + − − =  

( )
0

2 0

3
3

4 18 2 18 36
y

y dy y y
=

 = − = − = 
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. 

γ) Κατά μήκος της ΓΑ: 

Παρόμοια βρίσκουμε την εξίσωση της ΓΑ (y = 0, άρα και dy = 0): 

ΓΑ:   63 =+ zx  άρα xz 36 −=  και dxdz 3−= , οπότε  

( ) ( )
2

0
(6 3 )( 3)

x
I x y dx y z dz xdx x dx


 =
= + + + = + − − =   

( )
2 2

2

00
10 18 5 18 16

x
x dx x x

=
 = − = − = −  . 

Επομένως 2116361)()2()( =−+=++−++c dzzydyzxdxyx . 

Θα υπολογίσουμε τώρα το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 

2

S

R Q P R Q P
I d

y z z x x y
   

          
= − + − + −     

          
                   (1) 

Οι συναρτήσεις P, Q, R είναι zyRzxQyxP +=−=+= ,2, . Έτσι έχουμε: 

112,000,2)1(1 =−=



−




=−=




−




=−−=




−





y

P

x

Q

x

R

z

P

z

Q

y

R
. 

Επίσης, η εξίσωση του επιπέδου (λυμένη ως προς z) είναι yxz 236 −−= . Άρα 

 141,2,3
22
=++−=




=−=




= qp

y

z
q

x

z
p   

Ακόμα, το 0l


 σχηματίζει με το 
0z


 σε οποιοδήποτε σημείο της S οξεία γωνία γ, 

δηλαδή 0 . Άρα 

( ) ( ) ( )141,142,1431,,,, 000 lqpll


=−−=  .  

Επομένως η παράσταση μέσα στην αγκύλη της (1) ισούται με  

 14

7

14

1
1

14

2
0

14

3
2 =++  και το ολοκλήρωμα γίνεται 

 

2 2

2

7 7
1 7

14 14S D D

I d p q dxdy dxdy= = + + =    

όπου D είναι η προβολή της S στο xOy, δηλαδή το τρίγωνο ΟΑΒ. Κατά συνέ-

πεια, όπως φαίνεται απ’ το σχήμα 63 είναι 

 .21
4

3
37

2

36
77

2

0

2

2

0

2

36

0

2

0
2 =








−=

−
==   =

−

= =

xxdx
x

dyI
x

x

y x
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7) Να υπολογιστεί η ροή του διανυσματικού πεδίου 0 0
( , , )F x y z yy zz= +  που 

διαρρέει την επιφάνεια S του παραβολοειδούς: 2 2
4z x y= − −  το οποίο βρίσκεται 

προς τα θετικά z.  

Λύση 

Η ροή του διανυσματικού πεδίου F  

διαμέσου του τμήματος επιφάνειας S 

δίνεται, ως γνωστό, από το επιεπιφάνειο 

ολοκλήρωμα (τύπος (6) της παρ. 6.8 και 

6η ιδιότητα της 6.8.1) 

0

S

F l d =  ,  

όπου (τύπος (11) της παρ. 5.11) 















++++

−

++

−
=

222222
0

1

1
,

1
,

1 qpqp

q

qp

p
l


 

είναι το κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα πάνω στην επιφάνεια S.  

 Αν θέσουμε την εξίσωση του παραβολοειδούς σε πεπλεγμένη μορφή: 

   2 2
( , , ) 4 0w x y z x y z= + + − = ,  

τότε η εξίσωση της επιφάνειας S γίνεται ( , , ) 0w x y z =  και το κάθετο διάνυσμα πάνω 

στην επιφάνεια S είναι (τύπος (11α) βασικής παρατήρησης της παρ. 5.11) 

0 0 0 0 0 0
2 2

w w w
l x y z w xx yy z

x y z

  
= + + =  = + +
  

, με 

0 0 0

0
2 2

2 2

4 4 1

xx yy zl
l

l x y

+ +
= =

+ +
. Επομένως, 

2

0
2 2

2

4 4 1

y z
F l

x y

+
 =

+ +
 και άρα 

2 2 2

2 2

0
2 2

2 2

2 4
1 ( 2 ) ( 2 )

4 4 1

(4 )

S D

D

y x y
F l d x y dxdy

x y

y x dxdy


+ − −

 =  =  + − + − =
+ +

= + −

 



 

Με μετασχηματισμό σε πολικές συντεταγμένες προκύπτει 
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2 2 2 2
4 ) 4

D D

d d d d            = + − = +   

2
2 2 2

0
( ) 4

D

d d d d



          

−

   + − =  −
          

2
3 3

0
2 16 2

D

d d d d



          

−

   − = − =
          

2
4

0

2
16 16 0 4 16 .

2 4





  
  

−

  
= −  = −  =  

   
  

8) Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  

 2 3

c
I x y dx dy zdz= + + , 

όπου c είναι ο κύκλος 2 2 2
, 0x y R z+ = =  με τη χρήση του θεωρήματος του Stokes, 

αν S είναι το ημισφαίριο 2 2 2
z R x y= − −  που περνάει από τον κύκλο c. 

 Λύση 

Ως γνωστό, είναι (τύπος (1) της παρ. 6.9.2) 

c

S

I Pdx Qdy Rdz

R Q P R Q P
d

y z z x x y
    

= + + =

          
= − + − + −     

          





 

όπου 2 3
, 1,P x y Q R z= = =  και  

 2 2
0, 0, 0, 0, 0, 3

R Q P R Q P
x y

y z z x x y

     
= = = = = =

     
. 

Επομένως, 2 2
3

S

I x y d = −  .  

Αλλά είναι (τύπος (1) της παρ. 6.7) 
22

1

1

qp ++
= , 

καθώς και (τύπος (2) της παρ. 6.7) dxdyqpd
22

1 ++= . Άρα 

 2 2 2 2

2 2

1
3 3

1S D

I x y d x y dxdy
p q

= − = −
+ +

    

όπου D είναι η ορθή προβολή της επιφάνειας S πάνω στο επίπεδο xOy, δηλαδή η πε-

ριοχή D είναι ο κυκλικός δίσκος 2 2 2
x y R+  .  

 Με μετασχηματισμό σε πολικές συντεταγμένες προκύπτει ότι: 
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2 2
2 2 2 2 2

0 0 0

1 1
3 3 (2 ) (2 )

4 2

R

I d d
 

           = −  = −  
          

26 6 6 6
2

2

0
00

1 3 2 2 2
3 (2 ) (2 )

6 8 6 8 2 6 8

R

R R R
d


     
  

  − +   = −  = −  = −        
 . 

 9) Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα  

  3 3 3

S

x dydz y dzdx z dxdy+ +   

όπου S είναι η επιφάνεια της σφαίρας 2 2 2 2
x y z R+ + = . 

 Λύση 

Είναι (τύπος (6) της παρ. 6.8 και τύπος (9) της παρ.6.8.1) 

 
S V V

P Q R
I Pdydz Qdzdx Rdxdy divFdV dxdydz

x y z

   
= + + = = + + 

   
    

όπου 3 3 3
, ,P x Q y R z= = =  και  2 2 2

3 , 3 , 3
P Q R

x y z
x y z

  
= = =

  
.  

Επομένως,  

 ( )2 2 2
3

V

I x y z dxdydz= + + . 

Με μετασχηματισμό σε σφαιρικές συντεταγμένες έχουμε 

  ( , , ) / 0 , 0 2 , 0D R       =       , άρα 

 ( )2 2 2 2 2
3 3

V D

I x y z dxdydz d d d     = + + = =   

  
5 5

2
4

00 0 0
0

12
3 3 2 .

5 5

R
R R

d d d
    
      

      = =  − =             
    

 10) Έστω S μια κλειστή επιφάνεια, 
0 0 0

r xx yy zz= + + , 0
l  το μοναδιαίο διάνυ-

σμα κάθετο στην επιφάνεια S και D η στερεά περιοχή που περικλείεται από την κλει-

στή επιφάνεια. Αν η αρχή Ο δεν ανήκει στην D να δειχθεί ότι 

  0 1
2

S D

r l
d dxdydz

r r



=    

 Λύση 

Είναι (τύπος (8) της παρ. 4.9.1.1) 
0

S D

F l d divFdV =  . Άρα 
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0

S D D

r l r x y z
d div dV dxdydz

r r x r y r z r


           
= + + =        

          
    

2 2 2 2 2 2

3 3 3

1
2

D D

r x r y r z
dxdydz dxdydz

r r r r

 − − −
= + + = 

 
   

(διότι 
2 2

2 2 3

1

x
r x

x r xr r xr

x r r r r

−
  − − 

= = = 
  

, όπου 2 2 2
r x y z= + + .  

Ομοίως κυκλικά και για τα άλλα). 

6.10  Εφαρμογές επιεπιφάνειου ολοκληρώματος στη 
Γεωμετρία, Φυσική και Μηχανική 

1)  Όγκος στερεού 

Όπως είδαμε, (τύπος (9) της 2ης ιδιότητας, παρ. 6.9.1.1)  

 
1

3
D S

dV xdydz ydxdz zdxdy= + +   (1) 

για zRyQxP === ,, .  

Επίσης, απ’ τους τύπους (5, 6, 7) της 6.9.1 έχουμε: 

 
D S S S

dV z d y d x d     = = =    . (2) 

Επομένως ο όγκος ενός στερεού που περιορίζεται από μια κλειστή επιφάνεια S 

δίνεται απ’ τον τύπο (1) ή τους τύπους (2). 

2)  Ορισμός στερεάς γωνίας επιφάνειας 

Θεωρούμε μια επιφάνεια S που περατώνεται στη καμπύλη c και ένα σταθερό 

σημείο Ο που δεν βρίσκεται στην S. Υποθέτουμε ακόμα ότι κάθε ευθεία που περνάει 

απ’ το Ο συναντάει την S σε ένα το πολύ σημείο. Θεωρούμε επίσης τη σφαίρα με κέ-

ντρο Ο και ακτίνα 1 και τη κωνική επιφάνεια που γράφεται με οδηγό καμπύλη την c 

και κορυφή το σημείο Ο. Η κωνική αυτή επιφάνεια κόβει απ’ την επιφάνεια της 

σφαίρας ένα τμήμα S´ που έχει εμβαδό ω. Το εμβαδό αυτό ω ονομάζεται στερεά γω-

νία της επιφάνειας S ως προς το Ο (σχήμα 64). 

Θεωρούμε τώρα ένα σημείο Ρ της επιφάνειας S με διάνυσμα θέσης r


 και μέτρο 

r, και ένα στοιχειώδες τμήμα της επιφάνειας το οποίο περιβάλλεται με μια κλειστή 

καμπύλη c´ και έχει εμβαδό d  (σχήμα 64). Η κωνική επιφάνεια με οδηγό καμπύλη 
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την c´ και κέντρο το Ο κόβει από μεν την επιφάνεια της σφαίρας (Ο, 1) ένα τμήμα με 

στοιχειώδες εμβαδό dω από δε την επιφάνεια της σφαίρας (Ο, r) ένα τμήμα με στοι-

χειώδες εμβαδό dΩ. Αλλά, όπως ξέρουμε απ’ τη Στοιχειώδη Γεωμετρία, είναι 

 

 
222

  ή
1 r

d
d

r

dd 
=


=


.  (1) 

Επίσης, αν 0l


 είναι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα πάνω στη d  και 


  η γωνία των 

r


 και 0l


 (σχήμα 64), τότε  

  d d  =  ,  όπου (2) 

  
r

r
l


= 0  (3) 

(το πρόσημο (+) ισχύει για οξεία γωνία θ και το (–) για αμβλεία). Επομένως η (1) λό-

γω των (2) και (3) γίνεται 

   d
r

rl
d

3

0




=   ή  


=  d
r

rl

S

3

0



 (4) 

3)  Γενικοί ορισμοί της κλίσης, απόκλισης και στροφής (με 
χρήση επιεπιφάνειου ολοκληρώματος) 

Έστω ένα διανυσματικό πεδίο ),,( zyxF


 και ένα βαθμωτό πεδίο ),,( zyx  τέτοια 

ώστε GF


= , όπου G


 σταθερό διάνυσμα. Τα πεδία αυτά ορίζονται σ’ ένα τόπο V  

3
R  ο οποίος περιβάλλεται από μια κλειστή επιφάνεια S. Θεωρούμε ένα σημείο Ρ  V 

και ένα στοιχειώδη τόπο ΔV γύρω από το Ρ που περιβάλλεται από μια στοιχειώδη ε-

πιφάνεια ΔS.  
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Τότε απ’ το θεώρημα των Gauß – Ostrogradsky προκύπτουν οι παρακάτω (γε-

νικευμένοι) ορισμοί: 

i) Κλίση του Φ: 0
0

1
lim
V

S

grad l d
V


 →



 =  =  
   

ii) Απόκλιση του 0
0

1
: lim

V
S

F F divF F l d
V


 →



 = = 
   

iii) Στροφή του 0
0

1
: lim

V
S

F F rotF F l d
V


 →



  = = 
  . 

Οι παραπάνω τύποι μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως ορισμοί των grad, div και 

rot υπό τον όρο ότι τα όρια στα δεξιά μέλη υπάρχουν.  

Παρατηρήσεις 

i) Ο ορισμός της απόκλισης από φυσική άποψη (παρατήρ. 6 της παραγράφου 6.8) 

παριστάνει τη ροή στη μονάδα του όγκου του διανυσματικού πεδίου F


 δια μέσου της 

επιφάνειας ΔS. 

ii) Αν 0div F   σε μια μικρή περιοχή του σημείου Ρ, τότε η συνολική ροή απ’ το 

Ρ είναι θετική (εκροή) και το Ρ ονομάζεται πηγή. Αν όμως 0div F  , η συνολική ροή 

απ’ το Ρ είναι αρνητική (εισροή) και το Ρ ονομάζεται ρουφήχτρα.  

iii) Αν για το διανυσματικό πεδίο F


 είναι 0div F =  παντού όπου ορίζεται, τότε το 

πεδίο F


, όπως γνωρίσαμε, ονομάζεται σωληνοειδές. Μπορούμε ακόμα να ορίσουμε 

το πεδίο F


 ως σωληνοειδές αν υπάρχει κάποιο άλλο διανυσματικό πεδίο G


 τέτοιο 

ώστε F rot G= . Πράγματι, τότε είναι 0div F =  γιατί όπως ξέρουμε 0)( =Frotdiv


 

(παράδειγμα 4 της παραγράφου 5.7). 

4)  Νευτώνειο πεδίο στο χώρο 

Το διανυσματικό πεδίο 
3

)(
r

r
krF




−=  όπου 
000 zzyyxxr


++=  το διάνυσμα θέσης 

ενός σημείου του και 
222
zyxr ++=  το μέτρο του r


 λέγεται Νευτώνειο πεδίο 

και έχει συντεταγμένες ( )
321 ,, fff  όπου  
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( ) ( ) ( ) 2
3

222
3

2
3

222
2

2
3

222
1 ,,

zyx

kz
f

zyx

ky
f

zyx

kx
f

++

−
=

++

−
=

++

−
=  

που ορίζεται στο τόπο V  = 3
R  – ( ) 0, 0, 0 . 

Για το διανυσματικό αυτό πεδίο αποδεικνύονται τα παρακάτω: 

 i) 0,divF =          ii) 0,rotF =          iii) 0
c
F dr = . 

Απόδειξη 

i) Ως γνωστό, 
z

f

y

f

x

f
Fdiv




+




+




= 321


. (1) 

Είναι  

( ) ( )
( ) 5

22

3222

2
1

2222
3

222

1 3223

r

krkx

zyx

xzyxkxzyxk

x

f −
=

++

+++++−
=




. 

Παρόμοια βρίσκουμε κυκλικά  

 
5

22

3

5

22

2 3
,

3

r

krkz

z

f

r

krky

y

f −
=



−
=




. Τότε η (1) γίνεται 

 
( )

0
3333

5

22

5

2222

=
−

=
−++

=
r

krkr

r

krzyxk
Fdiv


.  

ii) Οι συντεταγμένες του διανύσματος rot F είναι 



























−
















−
















−




=

y

f

x

f

x

f

z

f

z

f

y

f
Frot 123123 ,,


, διότι 

321

000

fff

zyx

zyx

Frot











=




. 

Είναι 
( )

( )

( )

( )

1 1
2 2 2 2 2 22 2

3 2

3 3
2 2 2 2 2 2

3 2 2 3
0

kz x y z y ky x y z zf f

y z x y z x y z

+ +  + + 
− = − =

  + + + +
. 

Ομοίως και οι άλλες συντεταγμένες του rot F   είναι μηδέν. Άρα 0rot F = . 

iii) Εφόσον λοιπόν 0rot F = , τότε (ιδιότητα 5(iii) της παραγρ. 6.9.2.1) υπάρχει 

συνάρτηση U(x, y, z) που λέγεται δυναμική συνάρτηση, απ’ την οποία προέρχεται το 

πεδίο αυτό και είναι  

 
( ) 2

1
222

)(),,(

zyx

k

r

k
rUzyxUU

++

−=−=== . 
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Έτσι, οι συντεταγμένες της δύναμης έλξης (X, Y, Z) που ασκείται σε υλικό ση-

μείο μάζας m από μια υλική επιφάνεια S με κατανομή πυκνότητας ( ), ,x y z , δίνονται 

απ’ τα επιεπιφάνεια ολοκληρώματα:  

3 3 3
( , , ) , ( , , ) , ( , , )

S S S

x y z
X km x y z d Y km x y z d Z km x y z d

r r r
     = − = − = −    

όπου 222
zyxr ++= . 

5) Εφαρμογές στη Μηχανική 

Με τη βοήθεια των επιεπιφάνειων ολοκληρωμάτων μπορούμε να υπολογίσουμε τη 

μάζα, τις συντεταγμένες και τη ροπή αδράνειας μάζας που είναι κατανεμημένη σε μια 

επιφάνεια. Έτσι, έχουμε για επιφανειακή πυκνότητα ( , , )x y z = : 

1. Η συνολική μάζα m δίνεται απ’ το τύπο 

 ( , , )
S

m x y z d =       (1) 

2. Οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους της υλικής επιφάνειας είναι 

1 1 1
( , , ) , ( , , ) , ( , , ) ,

G G G

S S S

x x x y z d y y x y z d z z x y z d
m m m

     = = =     (2) 

Ειδικά για ομογενή επιφάνεια με δ(x, y, z) = c είναι 

 , ,
G G G

S S S S S S

x xd d y yd d z zd d     = = =        (3) 

3. Η ροπή αδράνειας της επιφάνειας S είναι: 

 ( )2 2
) ως προς τον Οx:  ( , , )

x

S

i I y z x y z d = +                      (4α) 

 ( )2 2
) ως προς τον Οy:  ( , , )

y

S

ii I x z x y z d = +                     (4β) 

 ( )2 2
) ως προς τον Οz:  ( , , )

z

S

iii I x y x y z d = +                      (4γ) 

 2
) ως προς το επίπεδο xOy:  ( , , )

x y

S

iv I z x y z d =                    (5α) 

 2
) ως προς το επίπεδο yOz:  ( , , )

y z

S

v I x x y z d =                     (5β) 
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 2
) ως προς το επίπεδο zOx:  ( , , )

z x

S

vi I y x y z d =                    (5γ) 

Προφανώς ισχύουν οι σχέσεις: 

  ) , ) , )
x x y x z y y z y x z z x z y

I I I I I I I I I  = + = + = + . 

Παραδείγματα 

1) Δίνεται το διανυσματικό πεδίο ( ) 0

2

0

2

0

3
32 zxzyxxzxyF


+++= .  

i) Να δειχτεί ότι υπάρχει συνάρτηση ),,( zyxUU =  τέτοια ώστε FU


=  

και να υπολογιστεί. 

ii)  Να βρεθεί το έργο που παράγεται κατά τη μετακίνηση υλικού σημείου 

στο πεδίο αυτό απ’ το σημείο Α(1, –2, 1) στο σημείο Β(3, 1, 4) 

Λύση 

 i) Οι συναρτήσεις 223
3,,2 xzRxQzxyP ==+=  είναι συνεχείς και έχουν 

συνεχείς πρώτες μερικές παραγώγους σε κάθε κλειστό και περατωμένο τόπο. Είναι: 

 

( )

( ) ( ) ( )
0

232

3

32

0

32

0

23

0

22

223

000









=










+
−




+












−



+
+

+











−




=

+

=

z
y

zxy

x

x
y

x

xz

z

zxy

x
z

x

y

xz

xzxzxy

zyx

zyx

Frot

 

Επομένως (ιδιότητα 5(iii) της παραγρ. 6.9.2.1) υπάρχει συνάρτηση ),,( zyxUU =  – η 

δυναμική συνάρτηση –, τέτοια ώστε 

 000 z
z

U
y

y

U
x

x

U
UF






+




+




== , όπου  

 3 2 2
2 (1), (2), 3

U U U
xy z x xz

x y z

  
= + = =

  
    (3). 

Ολοκληρώνοντας την (1) παίρνουμε 

 ( )3 2 3
( , , ) 2 ( , ) ( , )U x y z xy z dx h y z x y xz h y z= + + = + +  (4) 

Παραγωγίζουμε τώρα την (4) ως προς y και έχουμε 

 
22

2)  της(λόγω
),(

x
y

zyh
x

y

U
==




+=




.  

 Άρα 0
),(
=





y

zyh
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δηλαδή η ),( zyhh =  είναι τελικά συνάρτηση μόνο του z και γράφουμε )(zhh =  οπό-

τε η (4) γίνεται τελικά  

 )(
32

zhxzyxU ++=  (5) 

Παραγωγίζουμε την (5) τώρα ως προς z και έχουμε 

 22
3 3)  της(λόγω

)(
3 xz

dz

zdh
xz

z

U
==+=




.  

 Άρα 0
)(
=

dz

zdh
  

δηλαδή η )(zhh =  είναι τελικά σταθερή και γράφουμε czh =)( .  

 Επομένως cxzyxzyxU ++=
32

),,(  

 ii) Το έργο θα είναι (κατά μήκος οποιασδήποτε καμπύλης που συνδέει τα ση-

μεία Α(1, –2, 1) και Β(3, 1, 4) (τύπος 9α της παραγράφου 6.4.1) 

( , , ) ( ) ( ) 202
B

Ac c
F dr Pdx Qdy Rdz U x y z U B U A = + + = = − =  .  

(Αντίστοιχο με το παράδειγμα 4. της παραγράφου 6.5 που αναφέρεται στο επίπεδο). 

2) Δίνεται η κλειστή επιφάνεια S και έστω r


 το διάνυσμα θέσης ενός σημείου 

της Ρ ως προς ένα σημείο Ο. Να δειχτεί ότι η στερεά γωνία της επιφάνειας S ως προς 

το σημείο Ο είναι:  

 ω = 0 αν το Ο είναι έξω από την S 

 ω = 4π αν το Ο είναι στο εσωτερικό της S. 

Λύση 

Ως γνωστό (τύπος 4 της παρ. 6.10) η στερεά γωνία ω της επιφάνειας S ως προς Ο 

(που βρίσκεται έξω από την S) είναι 

 0

3

S

l r
d

r
 


=   

Επειδή έχουμε κλειστή επιφάνεια, αν εφαρμόσουμε το τύπο (8) των ιδιοτήτων του 

θεωρήματος της απόκλισης (παρ. 6.9.1.1) για 
3
r

r
F


=  έχουμε 

 0

3 3

S D

l r r
d div dV

r r


  
=  

 
   

όπου D είναι ο τρισδιάστατος τόπος που περιβάλλεται απ’ την S.  

Είναι όμως, (βλέπε Νευτώνειο πεδίο – 4η εφαρμογή της 6.10) 



 

292 

 

 0
3

=







=

r

r
divFdiv


  

παντού στον D (με 0


r ), εφόσον το Ο είναι έξω απ’ την S και όχι πάνω σ’ αυτή. 

(Τότε θα μπορούσε να είναι 0


=r  για το Ρ). Άρα ω = 0. 

Αν τώρα το σημείο Ο βρίσκεται στο εσωτερικό της S, θεωρούμε την επιφάνεια 

S1 της σφαίρας που έχει κέντρο το σημείο Ο και ακτίνα α. Αν D1 είναι ο τόπος μεταξύ 

των δύο επιφανειών S και S1 και εφαρμόσουμε το θεώρημα της απόκλισης για τον τό-

πο D1, έχουμε 

 

1 1 1

0 0 0

3 3 3 3
0

S S S S D

l r l r l r r
d d d div dV

r r r r
  

+

    
= + = = 

 
     

γιατί πάλι 0
3

=








r

r
div



 επειδή 0


r  στον D1, εφόσον το Ο βρίσκεται στο εσωτερικό 

της S και όχι πάνω σ’ αυτή. Άρα 

 

1

0 0

3 3

S S

l r l r
d d

r r
 

 
= −  . 

Όμως, για την επιφάνεια S1 της σφαίρας έχουμε r = α, ενώ η γωνία θ που σχηματίζει 

το 0l


 με το r


 είναι αμβλεία, εφόσον το 0l


 κατευθύνεται προς το Ο επειδή ο τόπος D1 

είναι μεταξύ της σφαίρας S1 και της S. Άρα 

 


−=
r

l


0

, οπότε 
24

2

43

0 1


−=




−=




−=

 rr

r

rl


. Ώστε 

1 1 1

20 0

3 3 2 2 2

1 1 1
4 4

S S S S

l r l r
d d d d

r r
      

  

 
= = − = = =  =    . 

(Το 

1S

d  εκφράζει προφανώς το εμβαδό της σφαίρας: 2
4 ). 

3) Να υπολογιστεί η ροπή αδράνειας ομογενούς σφαιρικού κελύφους ως προς 

τον άξονα z αν η ακτίνα του είναι α και η πυκνότητά του είναι  . 

Λύση 

Ως γνωστό, (παραγρ. 6.10, 5η Εφαρμογή στη Μηχανική, τύπος 4), η ροπή αδράνειας 

ως προς τον άξονα z του σφαιρικού κελύφους δίνεται απ’ τη σχέση 

 ( )2 2

z

S

I x y d = +   (1) 
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όπου S είναι η επιφάνεια του σφαιρικού κελύφους ακτίνας α.  

 Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος (1) εργαζόμαστε όπως και στο παράδ. 

1. της παρ. 6.8. Δηλαδή χρησιμοποιούμε σφαιρικές συντεταγμένες ( , , )    με 

 σταθερό, , ,x y z    = = = =  

και όρια μεταβολής αυτών:  , , 0 2 , 0 2u v     = =      

δηλαδή ο νέος τόπος Τ είναι:   

 Τ = ( ) , : 0 2 , 0 2 ,           = . 

Έτσι, εφαρμόζοντας το τύπο (2) της παραγρ. 6.8,  

2
( , , ) ( , )

S T

A x y z d B u v EG F dudv = −   

το ολοκλήρωμα (1) γράφεται 

( )2 2

z

S

I x y d = + =  

( )2 2 2 2 2 2 2

T

EG F d d          = + − =  

 2 2 2
.

T

EG F d d    = −  Επίσης, 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
0 0

E x y z

G x y z

F x x y y z z

  

  

     

          

          

   

  = + + = + + =

  = + + = + =

     = + + = − + + =

 (2) 

 άρα 
2 2

EG F  − =  και το ολοκλήρωμα (1) γίνεται 

( )
2 2

2 2 4 3 4 3

0 0 0 0
S

x y d d d d d
   

 
            

= =
+ = = =      

( )
2

2 2
4 4

0 0
0

2 4

3 3 3
d d


 

 

 
    

= =

  
 = − + − = =    

   

4

2 2 28 2 2
4

3 3 3
m

m


   = =  =  

 όπου m η μάζα του σφαιρικού κελύφους. 
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4) Να υπολογιστεί η ροπή αδράνειας ως προς το επίπεδο xOy υλικής επιφάνειας 

S με ( , , ) 1x y z =  που περιορίζεται απ’ τη κυλινδρική επιφάνεια 4
22
=+ yx  και από 

τα επίπεδα  z = 0 και  z = x + 3. 

Λύση 

Ο τύπος που δίνει τη ροπή αδράνειας ως προς το επίπεδο xOy της υλικής αυτής επι-

φάνειας είναι (τύπος 5(iv) παρ. 6.10): 

  2

x y

S

I z d=   (1) 

Για τον υπολογισμό του (1) χρησιμοποιούμε κυλινδρικές συντεταγμένες  

 2 , 2 , , ( 2 σταθερό)x y z z  = = = =  

με όρια μεταβολής 0 2 , 0 3 ή 0 2 3z x z      +   +  (σχήμα 65). 

Είναι 

 2 , 2 , 0, 0 0, 1
z z z

x y z x y z         = − = = = = = , οπότε 

2 2 2 2 2 2 2 2
4 4 4, 1

z z z
E x y z G x y z           = + + = + = = + + =  

 

 2 0 2 0 0 1 0
z z z

F x x y y z z         = + + = −  +  +  =  

Επομένως 24
2

==− FEG . Συνεπώς το ολοκλήρωμα (1) γράφεται 

 
2 2 2 2

2
x y

S T T

I z d z EG F dzd z dzd  = =  − =  =    

 ( )
2 2 3 2 2 32 3 2 3

0
0 0 0 0

2 2
2 2 3

3 3z
z dzd z d d

   


  
   

+
+

= = = =
 = = = + =      
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 ( )
2

3 2

0

2
8 36 54 27

3
d




     

=
= + + + =

1 

 

2 22

00

2 2 2 1
8 36

3 3 3 3 2 2

 
  

 
   

=  + +  + +   
  

 

    2 2

0 0

2 2 16
54 27 0 24 36 0 18 2 60

3 3 3

     +  +  =  +  +  +  = . 

Ασκήσεις 

1) Να υπολογιστεί το εμβαδό του τμήματος της επιφάνειας σφαίρας 

   25
222
=++ zyx  με 0z   

που βρίσκεται μέσα στο παραβολοειδές 22
19 yxz −−= . 

2) Να υπολογιστεί το εμβαδό του τμήματος της κωνικής επιφάνειας 

 22
yxz +=  που αποκόβεται απ’ το κύλινδρο 1)1(

22
=+− yx . 

3) Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 
S

Ad  όπου S είναι η επιφά-

νεια του παραβολοειδούς  22
2 yxz −−=  πάνω από το επίπεδο xOy και  

 zAiiiyxAiiAi 3),),1)
22

=+== . 

(Υπόδειξη: Χρησιμοποιείστε πολικές συντεταγμένες για τον υπολογισμό όλων 

των ολοκληρωμάτων των (i), (ii), (iii)). (Απάντηση: 
10

111
),

30

149
),

3

13
)


iiiiii ) 

4) Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα ( )2 2

S

x y d+ όπου S είναι η 

επιφάνεια κώνου  ( )222
3 yxz +=  που περιορίζεται απ’ τα επίπεδα  z = 0,  z = 3. 

(Απάντηση: 9π) 

5) Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 2

S

x yzd  όπου S είναι το τε-

τράεδρο που ορίζεται από τα επίπεδα 1, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = = .  

(Απάντηση: 
11 3

360
) 

                                                 

1 Βλέπε παράρτημα (8ο κεφάλαιο) – Απλά Ολοκληρώματα, παρ. 8.6 Αναγωγικοί τύποι 
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6) Να βρείτε το εμβαδό της επιφάνειας του κώνου ( )222
3 yxz +=  που κόβεται 

από το παραβολοειδές 22
yxz += . (Απάντηση: 6π) 

7) Να βρείτε το εμβαδό της επιφάνειας του παραβολοειδούς 22
2 yxz +=  που 

βρίσκεται έξω από το κώνο 22
yxz += . (Απάντηση: ( )155

3

2
− ) 

8) Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 
S

xdydz ydzdx zdxdy+ +  όπου 

S είναι η επιφάνεια του τόπου που περικλείεται απ’ το κύλινδρο 9
22
=+ yx  και τα 

επίπεδα 3,0 == zz , χρησιμοποιώντας το θεώρημα της απόκλισης. (Απ. 81π). 

9) Να υπολογιστούν τα επιεπιφάνεια ολοκληρώματα 

i) 
S

I xdydz ydzdx zdxdy= + + , όπου S είναι η εξωτερική επιφάνεια του τριγώνου 

ΑΒΓ με Α(1, 0, 0), Β(0, 1, 0), Γ(0, 0, 1) και  

ii) 
S

I dydz dzdx dxdy= + + , όπου S είναι το τμήμα της επιφάνειας  

2 2 2
1, 0x y z z+ + =   που αποκόπτεται από τον κύλινδρο 2 2

1x y+ = . 

(Απάντηση: i) 
1

2
,  ii) π) 

10) Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα  

 
S

xydydz yzdzdx zxdxdy+ + ,  

όπου S είναι η εξωτερική επιφάνεια της πυραμίδας 0,0,0,1 ====++ zyxzyx . 

11) Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 
0

S

F l d  πάνω στη κλειστή 

επιφάνεια που αποτελείται από τις επιφάνειες 5,0,9
22

===+ zzyx ,  

όπου ( )
00

2

02 zxyzyyxxyF


++−= . 

12) Να επαληθευτεί το θεώρημα των Gauß – Ostrogradsky για το διανυσματικό 

πεδίο ( )
0

2

0

2

02 zxzyyxxzxF


−+−=  και τη κλειστή επιφάνεια του κύβου με πλευρές 

τα επίπεδα 1,0,1,0,1,0 ====== zzyyxx . 

13) Να επαληθευτεί το θεώρημα του Stokes για τη διανυσματική συνάρτηση 
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0

2

00 32 zzyxxyF


−+= , όπου S είναι το πάνω μισό της επιφάνειας της σφαίρας  

9
222
=++ zyx  με το επίπεδο  z = 0.  (Απάντηση: 9π) 

14) Να επαληθευτεί το θεώρημα του Stokes για τη διανυσματική συνάρτηση 

2

0 0 0
( , , ) 2F x y z yx xzy yz z= − +  όπου S ορίζεται από το παραβολοειδές 2 2

z x y= + , το 

επίπεδο 1z =  και τον κύκλο 2 2
: 1, 1c x y z+ = = . (Απάντηση: 3π) 

15) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  
0

S

rotF l d , όπου  

( ) ( ) 0

2

0

3

0 3 zxyyyzxxzxF


−++−= , και S η επιφάνεια του κώνου  

22
2 yxz +−=  πάνω από το επίπεδο xOy. (Απάντηση: 12π). 

 16) Έστω S μια κλειστή επιφάνεια, 
0 0 0

r xx yy zz= + + , 0
l  το μοναδιαίο διάνυ-

σμα κάθετο στην επιφάνεια S και D η στερεά περιοχή που περικλείεται από την κλει-

στή επιφάνεια. Αν η αρχή Ο δεν ανήκει στην D να δειχθεί ότι 

  0

2 2

1

S D

r l
d dxdydz

r r



=    

17) Να υπολογιστεί με δύο τρόπους το 2
x

c
I e dx ydy dz= + − , όπου c είναι η 

κλειστή καμπύλη 2,4
22

==+ zyx . α) κατ’ ευθείαν, β) με το θεώρ. Stokes. 

18) Να υπολογιστεί με χρήση του θεωρήματος του Stokes το επικαμπύλιο ολο-

κλήρωμα 2

c
xdx xydy z dz+ + , όπου c είναι ο κύκλος κατά τον οποίο τέμνονται το 

παραβολοειδές 2 2
4x y z+ = −  και το επίπεδο 2z = . (Απάντηση: 0) 

19) Να δειχτεί ότι υπάρχει συνάρτηση ),,( zyxU  τέτοια ώστε UF =


 και να 

υπολογιστεί, όπου ( ) ( ) 00

2

0 4432 zyyzxxxyF


−−++=  το διανυσματικό πεδίο. Να 

υπολογιστεί επίσης το ολοκλήρωμα 
c
F dr  όπου c οποιοσδήποτε δρόμος από το 

Α(3, –1, 2) ως το Β(2, 1, –1). (Απάντηση: 2
4 3 , 6

c
U x y yz x c F dr= − + +  = ) 

20) Να βρεθεί η σημειακή συνάρτηση ),,( zyxU  για το διανυσματικό πεδίο 

  ( ) ( ) ( ) 0

222

00

3
32662 zyzxyyzxxyxzF


−+−++=   
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τέτοια ώστε UF =


. Ακόμα να υπολογιστεί το 
c
F dr  όπου c καμπύλη που ενώ-

νει τα σημεία Α(1, –1, 1) και Β(2, 1, –1). 

21) Να υπολογιστούν οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους (Κ. Β) ομογενούς 

πυραμίδας με πυκνότητα λ σταθερή που περιβάλλεται απ’ τα επίπεδα:  

 0, 0, 0, 1
x y z

x y z
  

= = = + + = . 

22) Να υπολογιστεί η ροπή αδράνειας ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου ο-

μογενούς με μήκη ακμών α, β, γ ως προς τους άξονες Ox, Oy, Oz. 

23) Να υπολογιστούν οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους ομογενούς τμήμα-

τος της επιφάνειας ( )yyxxz += 23  που περικλείεται απ’ τα επίπεδα  

 1,0,0 =+== yxyx . 

24) Να υπολογιστεί το επιεπιφάνειο ολοκλήρωμα 
0

S

F l d , όπου  

 0 0 0
( 1) (2 1)F x x y y zz= + − + +  

και S το τρίγωνο με κορυφές Α(1, 0, 0), Β(0, 1, 0), Γ(0, 0, 1), 

ενώ το 0l


έχει τη φορά απομάκρυνσης απ’ την αρχή των αξόνων. (Απάντηση: 0) 

25) Να υπολογιστεί το 
0

S

F l d , όπου 000

2
zxyzxyF


−+=  και  

S είναι το τμήμα της επιφάνειας του κυλίνδρου xy −= 1
2  που περιβάλλεται μεταξύ 

των επιπέδων  0,,0 == xxzz  με  000  xl


.  (Απάντηση: 154 ). 

26) Να επαληθευτεί το θεώρημα της απόκλισης για τη διανυσματική συνάρτηση 

 
2 2

0 0 0
4 3F xx y y z z= − −  

και τόπο D που ορίζεται απ’ τις επιφάνειες 3,0,4
22

===+ zzyx .  

Επίσης για τις διανυσματικές συναρτήσεις: 

i) 
2

2

0 0 0
2

z
F yxx y y z= + −  με  2222

Rzyx ++  

ii) 000 23 zzyyxxF


+−=  με 3,0,4
22

=++==+ zyxyyx . 

27)  Να επαληθευθεί το θεώρημα του Stokes: 
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i) για τη συνάρτηση 0

2

0

2

02 zzyyyzxxyF


−−=  όπου S είναι το πάνω μέρος της 

σφαίρας 0,1
222

=++ zzyx  και 

ii) για τη συνάρτηση 000 zxyzxyF


++=  όπου S είναι το τμήμα της επιφάνειας 

του κυλίνδρου 1
22
=+ yx  μεταξύ των επιπέδων 0=z  και 2+= xz  προσανα-

τολισμένο από μέσα προς τα έξω. 

28)  Αν S είναι κλειστή επιφάνεια δείξτε ότι 
0

0
S

rotF l d = . 

 


