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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

Στοιχεία Διανυσματικής ανάλυσης, θε-
ωρία καμπυλών και επιφανειών 

Α.  ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

5.1  Γενικά – Ορισμοί 

Αν σε κάθε τιμή μιας μεταβλητής t που παίρνει τιμές σ’ ένα διάστημα αριθμών [α, β] 

αντιστοιχίσουμε ένα διάνυσμα r


, τότε το r


 είναι συνάρτηση του t, και γράφουμε 

)(trr


= . Σ’ ένα σύστημα καρτεσιανών συντεταγμένων Oxyz το οποίο δεν εξαρτάται 

απ’ το t μπορούμε να γράψουμε: 

 βα,)()()()( 000 ++= tztzytyxtxtr


 

όπου x(t), y(t), z(t) είναι συναρτήσεις του t και 
000 ,, zyx


 οι διανυσματικές μονάδες 

των αξόνων Ox, Oy, Oz αντίστοιχα. Στις εφαρμογές, η μεταβλητή t ή παράμετρος t, 

παριστάνει συνήθως χρόνο και η τιμή )(trr


=  το διάνυσμα θέσεως ενός κινουμένου 

σημείου ως προς μια αρχή O.  

Γενικότερα, αν σε κάθε σημείο M(x, y, z) του χώρου 
3

R  αντιστοιχίσουμε τις 

συναρτήσεις ),,(και),,(),,,( 321 zyxrzyxrzyxr , έτσι ώστε οι τιμές των 
321 ,, rrr  στο 

σημείο M(x, y, z) να αποτελούν τις συντεταγμένες ενός διανύσματος r


, τότε ορίζεται 

η διανυσματική σημειακή συνάρτηση, ή πιο απλά διανυσματική συνάρτηση  

 030201 ),,(),,(),,(),,( zzyxryzyxrxzyxrzyxr


++=  

Λέμε ακόμα ότι η r


 ορίζει ένα διανυσματικό πεδίο. Παραδείγματα διανυσματικών 

πεδίων αποτελούν η ταχύτητα ροής των μορίων ενός ρευστού, η δύναμη στη μονάδα 

ηλεκτροστατικού φορτίου κλπ. Η διανυσματική συνάρτηση )(trr


=  είναι συνεχής 

στο t = t0, αν οι συναρτήσεις   x(t), y(t), z(t) είναι συνεχείς στο t = t0.  
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Γεωμετρικά μια συνεχής διανυσματική συνάρτηση παριστάνει για κάθε t το 

διάνυσμα θέσεως r


 από την αρχή Ο που αντιστοιχεί στο t. Έτσι ορίζεται μια καμπύ-

λη c στο χώρο R3 από τα πέρατα των εκάστοτε διανυσματικών ακτινών )(tr


.  

Οι εξισώσεις  x = x(t),  y = y(t),  z = z(t)  που είναι συντεταγμένες του )(tr


 είναι 

οι παραμετρικές εξισώσεις της καμπύλης c. 

5.2  Παράγωγος διανυσματικής συνάρτησης 

Έστω Ρ0 σταθερό σημείο σε μια καμπύλη c και )( 0trr


=  το διάνυσμα θέσεώς του 

(σχήμα 31). Θεωρούμε το σημείο Ρ που αντιστοιχεί στην τιμή ttt += 0
 με διάνυ-

σμα θέσεως =)(tr


)( 0 ttr +


. Τότε είναι )()( 00 trttrr


−+= . Το 

 
t

trttr

t

r

tt 

−+
=





→→

)()(
limlim 00

00



 

αν υπάρχει, λέγεται παράγωγος της )(tr


 ως προς t 

στο t = t0 και συμβολίζεται με 
td

rd


. Λέμε ακόμα ότι 

η )(tr


 είναι διαφορίσιμη στο t = t0. Αντί του συμβό-

λου 
td

rd


 γράφουμε επίσης rtr   απλά ή),( . Δηλαδή 

η τελεία στο r


 σημαίνει συνήθως παραγώγιση ως προς το χρόνο t. Όταν 0→t , 

τότε το Ρ, κινούμενο στη καμπύλη c τείνει προς το Ρ0 και επομένως το διάνυσμα  

 r
t

r

t




=




→ 0
lim  

έχει τη κατεύθυνση της εφαπτομένης της καμπύλης c στο σημείο Ρ0.  

 Ένα σημείο Ρ0 μιας καμπύλης με διανυσματική εξίσωση )(tr


 λέγεται ομαλό αν  

0
)(

0




Pdt

trd
. Αν κάθε σημείο της καμπύλης c είναι ομαλό, αυτή λέγεται λεία. 

Αν το t είναι συνάρτηση ενός άλλου μεγέθους π.χ. του s (διαστήματος), δηλαδή 

t = t(s) τότε ισχύουν τα ίδια για τη διαφόριση συνθέτων συναρτήσεων, δηλαδή 

 
ds

dt

dt

rd

ds

rd
=



. 
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Αν η )(tr


 είναι διαφορίσιμη στο t = t0, τότε 

 
000

)(
zzyyxxr

dt

trd 










++== . 

Οι ιδιότητες των παραγώγων όπως και των μερικών παραγώγων των διανυ-

σματικών συναρτήσεων ορίζονται όπως ακριβώς και για τις αριθμητικές συναρτήσεις, 

όπου όμως πρέπει να δίνεται προσοχή στη σειρά των πράξεων.  

Έτσι, αν )(),( 21 trtr


 είναι δύο διαφορίσιμες διανυσματικές συναρτήσεις του t 

και )(tff = μια συνηθισμένη αριθμητική συνάρτηση, τότε: 

1. 
2121 )( rrrr

dt

d 
+=+   

(παράγωγος αθροίσματος διανυσματικών συναρτήσεων) 

2. rfr
dt

df
rf

dt

d 
+= )(   

(παράγωγος γινομένου αριθμητικής επί διανυσματική  συνάρτηση) 

3. 
212121 )( rrrrrr

dt

d 
+=   

(παράγωγος εσωτερικού γινομένου δύο διανυσματικών συναρτήσεων) 

4. 
212121 )( rrrrrr

dt

d 
+=   

(παράγωγος εξωτερικού γινομένου δύο διανυσματικών συναρτήσεων. Εδώ εν-

διαφέρει η σειρά των συναρτήσεων). 

5. Αν  321 rrr


 είναι το μικτό γινόμενο των τριών διανυσματικών συναρτήσεων 

),(1 tr


 ),(2 tr


 ),(3 tr


 επειδή  

   )( 321321 rrrrrr


=  

μπορούμε να εφαρμόσουμε διαδοχικά τους κανόνες παραγώγισης εσωτερικού και ε-

ξωτερικού γινομένου, δηλαδή: 

  ( )

     
321321321321321321

321321321321

)()()(

)()()(

rrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrr





++=++=

=+==
•••
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Ας σημειωθεί ότι, αν ),,,( 3211 r


 ),,( 3212 r


 και ),,( 3213 r


 είναι τρία διανύ-

σματα, τότε το μικτό γινόμενο αυτών δίνεται, ως γνωστό, απ’ τον τύπο 

  

321

321

321

321







=rrr


 

Οι παράγωγοι ανώτερης τάξης ορίζονται όπως και για τις συνηθισμένες συ-

ναρτήσεις δηλαδή 

 ( )•=







= rr

dt

rd

dt

d

dt

rd 


ή
2

2

 

Αν 
030201 ),,(),,(),,(),,( zzyxryzyxrxzyxrzyxr


++= , ορίζονται ανάλογα και 

οι μερικές παράγωγοι της διανυσματικής συνάρτησης ),,( zyxr


 ως προς x, y, z.  

Έτσι προκύπτουν οι παρακάτω τύποι: 

 

0

3

0

2

0

1

0

3

0

2

0

1

0

3

0

2

0

1

z
z

r
y

z

r
x

z

r

z

r

z
y

r
y

y

r
x

y

r

y

r

z
x

r
y

x

r
x

x

r

x

r













+




+




=








+




+




=








+




+




=





 (1) 

Πρέπει να τονιστεί ότι η παράγωγος μιας διανυσματικής συνάρτησης με σταθε-

ρό μέτρο (αντίστοιχα με σταθερή διεύθυνση) δεν είναι μηδέν γιατί αλλάζει η διεύ-

θυνση (αντίστοιχα μεταβάλλεται το μέτρο) της διανυσματικής συνάρτησης. Σταθερό 

είναι το διάνυσμα εκείνο, που και το μέτρο του και η διεύθυνσή του παραμένουν στα-

θερά όταν το t μεταβάλλεται. Τότε είναι .0


 =r  

Παραδείγματα  

1) Αν ( ) ( ) 00

2

0

3
ημ5232)( ztyextttr

t 
+−++=

−  να βρεθούν τα 

 r
dt

rd
r

dt

rd
r

dt

rd
r

dt

rd














====
2

2

2

2

,,,  στο  t = 0.  

Τι παριστάνουν τα παραπάνω ποσά, όταν το t εκφράζει το χρόνο; 

Λύση 



 

249 

 

Παραγωγίζοντας τη διανυσματική συνάρτηση ως προς t βρίσκουμε: 

 
0 0 0

d r
r x x y y z z

dt
= = + + =  

 3 2

0 0 0
( 2 ) ( 3 ) (2ημ5 )

t
t t x e y t z

−  = + + − + =  

 2 2

0 0 0
(3 2) 6 10συν5

t
t x e y t z

−
= + + +  

και για  t = 0 προκύπτει το διάνυσμα: 

  000

0

1062)0( zyxr
dt

rd

t




++==
=

 

ενώ το μέτρο του τελευταίου διανύσματος είναι 

  3521401062)0(
222

0

==++==
=

r
dt

rd

t





 

Υπολογίζουμε τώρα τη δεύτερη παράγωγο της διανυσματικής συνάρτησης ως προς t: 

  

00

2

0

00

2

0

2

0002

2

ημ550126

)συν510()6()23(

ztyext

ztyext

zzyyxxr
dt

rd

t

t
















−−=

=+++=

=++==

−

−
  

και για  t = 0 προκύπτει το διάνυσμα: 

  0000

0

2

2

120120)0( yzyxr
dt

rd

t




−=+−==

=

 

ενώ το μέτρο του τελευταίου διανύσματος είναι 

 120)12(0)0(
222

0

2

2

=+−+==

=

r
dt

rd

t





 

Όταν το t παριστάνει χρόνο, τότε το )(tr


 εκφράζει τη τροχιά του κινητού κατά μήκος 

της καμπύλης c στον τρισδιάστατο χώρο, τα )0(),0( rr  εκφράζουν το διάνυσμα της 

ταχύτητας και το μέτρο της ταχύτητας του κινητού κατά την χρονική στιγμή t = 0, 

ενώ τα )0(),0( rr   εκφράζουν το διάνυσμα της επιτάχυνσης και το μέτρο της για t = 0. 

2) Αν 00

2

0

22
3),,(και),,( zxzyyzxyxzyxryzxzyxf


−+==  να βρεθεί η 

  
zy

rf



 )(
2 

 στο σημείο )1,2,1(0 −−P . 

Λύση 
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Είναι (γινόμενο συνάρτησης επί διανυσματική συνάρτηση) 

 
( )

0

23

0

322

0

24

00

2

0

22

3

3

zyzxyzyxxzyx

zxzyyzxyxyzxrf




−+=

=−+=
 

οπότε η μερική παράγωγος αυτής ως προς z θα είναι 

  
( )

0

3

0

222

0

24

0

23

0

322

0

24

233

3
)(

zyzxyzyxxyx

zyzxyzyxxzyx
zz

rf






−+=

=−+



=





 

Επίσης η μερική παράγωγος της τελευταίας ως προς y θα είναι 

  
( )

0

3

0

22

0

4

0

3

0

222

0

24
2

266

233
)(

zzxyyzxxyx

zyzxyzyxxyx
yyz

rf






−+=

=−+



=





 

Άρα στο σημείο 0000 21212
)(

είναι)1,2,1(

0

zyx
yz

rf
P

P




+−−=



−− . 

 3) Να βρεθεί η διανυσματική συνάρτηση )(tr


 που ορίζεται από την τομή των 

δύο επιφανειών 02
2

=−+ zyx  και 02 =−− zyx . 

 Λύση 

Θέτοντας tx =  οι παραπάνω επιφάνειες γίνονται 2
2tzy −=− και tzy 2=+ . 

Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων αυτών ως προς  y, z παίρνουμε 

  2
tty −=  και 2

ttz += . 

Επομένως η καμπύλη αυτή έχει παραμετρικές εξισώσεις 

  22
,, ttzttytx +=−==   

και διανυσματική εξίσωση  

  0

2

0

2

0 )()()( zttyttxttr


++−+= . 

4) Να βρεθεί ένα μοναδιαίο διάνυσμα, εφαπτόμενο στη διανυσματική συνάρτη-

ση 0

3

0

2

0)( ztytxttr


++=  στο t = 1. 

Λύση 

Βρίσκουμε την παράγωγο της διανυσματικής συνάρτησης στο t = 1. 
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  ( ) 0

2

000

3

0

2

0 32 ztytxztytxt
dt

d
r

dt

rd 


++=++==   

και για t = 1 προκύπτει το συγκεκριμένο διάνυσμα 

  000

1

32)1( zyxr
dt

rd

t




++==
=

 

και επειδή 0rrr  = , όπου 14321
222
=++=r  προκύπτει ότι 

  000

000

0
14

3

14

2

14

1

14

32
zyx

zyx

r

r
r







 ++=

++
== . 

(Όπως τονίστηκε στη παράγραφο 5.2 το 0

2

00 32 ztytxr
 ++=  έχει την κατεύθυνση 

της εφαπτομένης της καμπύλης στο σημείο Ρ0). 

5) Αν 2

000

2

200

2

01 )(και,3)2()1()(,2)( ttfzytxttrztytxttr =+−++=++=


, 

να βρεθούν οι παράγωγοι:  ( ) ( ) ( )•••
 21211 ),),) rriiirriirfi


 

Λύση 

i) Είναι ( ) ( )
1111 rfr

dt

df
rf

dt

d
rf 

+==
•

 (1) 

Υπολογίζουμε χωριστά τις παραγώγους 
dt

df
 και 

1r
 . Είναι 

t
dt

df
2= ,   0001 22 zytxr

 ++= . Επομένως η (1) γίνεται 

( ) ( ) ( )
0

2

0

3

0

2

000

2

00

2

01 6432222 ztytxtzytxtztytxttrf


++=+++++=
•

. 

ii) Είναι  

 ( )
212121 rrrrrr 

+=
•

 (2) 

Η ( )• 21 rr


 μπορεί να υπολογιστεί βασικά με δύο τρόπους: είτε να υπολογίσουμε το 

εσωτερικό γινόμενο 
21 rr

  και μετά την παράγωγο, είτε να χρησιμοποιήσουμε τη (2). 

Είναι tttttttrr 7232)2()1(
222

21 +=+−++=


 οπότε 

 ( ) 74)72(
2

21 +=+=
•

ttt
dt

d
rr


. 

Στο ίδιο αποτέλεσμα καταλήγουμε χρησιμοποιώντας τη (2). 

iii) Παρόμοια έχουμε 
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 ( )
212121 rrrrrr 

+=
•

 (3) 

Και η ( )• 21 rr


 μπορεί να υπολογιστεί με δύο τρόπους όπως και η ( )• 21 rr


. Είναι: 

( ) ( ) ( ) 0

24

0

3

0

2

2

2

000

21 22245

321

2 ztttyttxtt

tt

ttt

zyx

rr





+−−+−+−=

−+

= . 

Άρα ( ) ( ) ( ) ( ) 0

3

0

2

021 24416410 zttytxtrr


+−−+−+−=
•

. 

Στο ίδιο αποτέλεσμα καταλήγουμε χρησιμοποιώντας τη (3). Όμως εδώ πρέπει να υ-

πολογίσουμε πρώτα τις 
21 , rr   και μετά τα εξωτερικά γινόμενα 

2121 , rrrr   , πράγμα 

που είναι πιο κουραστικό. 

 6) Για τη διανυσματική συνάρτηση 
0 0 0

( )r t tx ty tz = + + , όπου 

]2,0[ t  να δειχθεί ότι είναι: i) 2= rr  , ii)   1=rrr  . 

 Λύση 

 i) Είναι 0 0 0
r tx ty z = − + + ,  0 0

r tx ty = − − . Άρα 

  

0 0 0

2 2

0 0 0

0 0 0

1 ( )

0

x y z

r r t t tx ty t t z

t t

tx ty z

     

 

 

 = − = − + + =

− −

= − +

 

Επομένως 2 2 2
( ) 1 2r r t t  = + − + =  

ii) Επειδή 0 0
r tx ty = −  έχουμε (τύπος (1) της 5.2.) 

 2 2

1

0 1

0

t t

r r r t t t t

t t

 

   

 

−

  = − − = + = 
−

. 

Ασκήσεις 

1) Αν 4

0 0 0
( ) (2 3 ) 2 5 3r t t t x ty tz = − + −  μία διανυσματική συνάρτηση, να 

βρεθούν η πρώτη και δεύτερη παράγωγος αυτής, δηλαδή τα διανύσματα 
dt

rd


 και 
2

2

dt

rd


 

ή r


 και r


, καθώς και τα μέτρα τους για 0=t .  

(Απάντηση: 3

0 0 0
(8 3) 2 15 3

dr
t x t y t z

dt
 = − − − , 
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2

2

0 0 02
24 2 45 3

d r
t x t y t z

dt
 = − + , 2,263

2

2

==
dt

rd

dt

rd


) 

2) Να δειχτεί ότι η διανυσματική συνάρτηση 

])()([),( 


yyeyxr
x

+=
− , όπου R  και 


,  σταθερά διανύσματα, 

επαληθεύει τη σχέση 0
2

2

2

2 

=



+





y

r

x

r
 

5.3  Συνθήκες σταθερού μέτρου ή διεύθυνσης της δια-

νυσματικής συνάρτησης )(tr


 

Έστω )(trr


=  παραγωγίσιμη διανυσματική συνάρτηση στο διάστημα [α, β]. 

Αν για μια τιμή του t παραγωγίσουμε την )(tr


 και ονομάσουμε r το μέτρο του αντί-

στοιχου διανύσματος r


, τότε έχουμε ως γνωστό  

2
rrr =


 (είναι 2

0συν rrrrrrr ===


). 

Παραγωγίζοντας ως προς  t έχουμε 

••
= )()(

2
rrr


  ή  rrrrrr  2=+   ή   

rrrr 
=  (1) 

Αν τώρα η )(trr


=  έχει σταθερό μέτρο θα είναι 0=r , οπότε απ’ την (1) προ-

κύπτει 0= rr 
, δηλαδή το r


 είναι κάθετο στο r


 (όταν r


≠ 0). Αλλά και αντίστρο-

φα, αν τα r


 και r


 είναι κάθετα, τότε 0= rr 
 οπότε λόγω της (1) θα είναι και 

0= rr   και επειδή r ≠ 0 προκύπτει ότι 0=r  , δηλαδή το μέτρο του r


 είναι σταθερό. 

Ώστε για να είναι το μέτρο διανυσματικής συνάρτησης )(trr


=  σταθερό (ανε-

ξάρτητο της τιμής t) πρέπει και αρκεί το r


να είναι κάθετο στην παράγωγό του r


. 

Αν )(00 trr


=  είναι η διανυσματική μονάδα της )(trr


= , θα είναι  

 
0rrr


=  οπότε  000 )( rrrrrrr 


 +==
•

 (2) 
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Το 
0r


 έχει σταθερό μέτρο διότι 10 =r


, άρα θα είναι κάθετο στην παράγωγό 

του 0r
 . Συνεπώς απ’ τη (2) φαίνεται ότι το r


 αναλύθηκε σε δύο κάθετες συνιστώσες 

τις 
0r


 και 0r
 .  

Αν τώρα το r


 έχει σταθερή κατεύθυνση, τότε και το 
0r


 θα έχει προφανώς στα-

θερή κατεύθυνση, οπότε 00


 =r (σταθερό μέτρο, σταθερή κατεύθυνση). Άρα η (2) 

γράφεται 00 )( rrrrr



 ==

•  δηλαδή το r


 είναι συγγραμμικό με το 
0r


, οπότε 

0)( 0

 = rr  (ιδιότητα εξωτερικού γινομένου δύο συγγραμμικών διανυσμάτων).  

Αλλά και αντίστροφα, αν τα διανύσματα r


 και 
0r


 είναι συγγραμμικά, απ’ τη 

(2) προκύπτει ότι η συνιστώσα 0rr
  του r


 πρέπει να είναι μηδέν και επειδή r ≠ 0 θα 

είναι 00


 =r . Άρα το )(trr


=  έχει διεύθυνση ανεξάρτητη του t. 

 Συμπερασματικά,  για να έχει η )(trr


= : 

1) σταθερό  μέτρο ανεξάρτητο του t πρέπει: 

 0= rr 
 (3) 

2) σταθερή διεύθυνση ανεξάρτητη του t πρέπει: 

 0



= rr . (4) 

Παραδείγματα 

1) Να δειχθεί ότι η διανυσματική συνάρτηση  

ι) 2

0 0 0
( )r t t t x t y t z   = + +  έχει σταθερό μέτρο, Rt  , ενώ η  

ιι) 
0

2

0

2

0

2

4

3

3

2
)( ztytxttr


++=  έχει σταθερή διεύθυνση 

Λύση 

ι) Πρέπει να είναι (τύπος (3) της παραγράφου 5.3. για σταθερό μέτρο) 

 0= rr 
. Είναι 

000 zzyyxxr








 ++=  όπου  2 2
, 2 ,x t t y t t z t    = − = − = . 
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Ως γνωστό, το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων ισούται με το άθροισμα των γι-

νομένων των ομωνύμων συντεταγμένων. Άρα 

 2 2 2
( ) ( 2 )r r t t t t t t t t t         = − + − + =  

 3 3 3
2t t t t t t t t       = − − + =  

3 3 2 2
(1 ) 0t t t t t t t t t t         = − − + = − − =  

ιι) Πρέπει να είναι (τύπος (4) της παραγράφου 5.3. για σταθερή διεύθυνση) 

  0



= rr . Είναι 

000 zzyyxxr








 ++=  όπου  tztytx
4

6
,

3

4
,2 ===  .  

Υπενθυμίζεται ότι αν ),,(),,,( 321321 


 είναι δύο διανύσματα στο 

χώρο R3, τότε το εξωτερικό γινόμενο αυτών 


  είναι 

  

321

321

000





zyx



= .  Έτσι, εφαρμόζοντας τον τύπο έχουμε  

 0

2

4

3

3

2

4
6

3
4

222

000






==

ttt

ttt

zyx

rr   

γιατί η δεύτερη και τρίτη γραμμή της ορίζουσας είναι ανάλογες. 

2) Αν 0

22

0

2

0

2
2),,( zzxyyzyxyxzyxr


+−= ,  να υπολογιστεί το μέτρο  

2

2

2

2

dy

r

x

r








 στο σημείο )2,1,2(0 −P . 

Λύση 

Υπολογίζουμε πρώτα τα διανύσματα 
2

2

2

2

,
y

r

x

r










.  

Εφαρμόζοντας τους τύπους (1) της παραγράφου 5.2. έχουμε: 
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0

2

02

2

0

2

00

2

02

2

0

22

0

24,24

2,2

zxzyz
y

r
zxyzyyzxx

y

r

xy
x

r
zzyxxy

x

r













+−=



+−=





=



+=





 

Στο σημείο )2,1,2(0 −P  έχουμε τα συγκεκριμένα διανύσματα 

 002

2

02

2

168,2

00

zy
y

r
x

x

r

PP







+=



=




. 

Υπολογίζουμε τώρα το εξωτερικό γινόμενο των τελευταίων διανυσμάτων.  

  
00

000

2

2

2

2

1632

1680

002

0

zy

zyx

dy

r

x

r

P






+−==






 

επομένως το μέτρο του διανύσματος του εξωτερικού γινομένου είναι 

  51616)32(
22

2

2

2

2

0

=+−=







P
dy

r

x

r


. 

5.4  Ολοκλήρωση διανυσματικών συναρτήσεων 

Αν μια διανυσματική συνάρτηση 

 βα,)()()()( 000 ++= tztzytyxtxtr


 

είναι συνεχής στο διάστημα [α, β], τότε υπάρχει το ορισμένο ολοκλήρωμα αυτής και 

ορίζεται ως εξής: 

 1)   ++=

















dttzzdttyydttxxdttr )()()()( 000


.                                     (1) 

Αν 


 είναι σταθερό διάνυσμα, τότε: 

2) ( ) ( )r t dt r t dt
 

 
  =   ,                                                                     (2) 

3) ( ) ( )r t dt r t dt
 

 
  =   .                                                                 (3) 
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Επίσης, αν η διανυσματική συνάρτηση βα),(  ttr


 είναι παράγωγος μιας 

άλλης διανυσματικής συνάρτησης )(tf


, δηλαδή αν )()( tftr


= για βα  t , τότε 

4)  += 


)()( tfdttr   όπου 
030201 zcycxc


++=  και                             (4) 

5)  −=



 )()()( ffdttr


.                                                                         (5) 

Παραδείγματα 

1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  


1

0
)( dttr


, όπου 000 1)( zeytxttr

t 
−++= . 

Λύση 

Είναι (τύπος (1) της 5.4) 

  .)1()122(
3

2

2

1
)1(

3

2

2

1

)(1)(

000

1

00

1

0

23

0

1

0

2

0

1

0
0

1

0
0

1

0
0

1

0

zeyxeztytx

dtezdttytdtxdttr

t

t





−+−+=−+







++








=

=−+++= 
 

2) Να βρεθεί η διανυσματική συνάρτηση )(tr


, αν 

2

0 0 0
( ) 2 ( ) 2r t tx t t y tz = − +  και 

00 3)0( zxr


+= . 

Λύση 

Ολοκληρώνοντας την )(tr


 έχουμε (τύπος (4) της 5.4.) 

 
2

0 0 0
( ) ( ) 2 ( ( )) 2r t r t dt x tdt y t t dt z tdt = = + − + =     

 ( )2 2

1 0 2 0 3 0

1
(2 ) ( ) ) .

2
t c x t c y t c z 

 
= + + + + + 

 
 

Θα προσδιορίσουμε τώρα τις τιμές των αυθαιρέτων 321 ,, ccc  από τη συνθήκη που 

δίνεται (αρχική συνθήκη). Επειδή για 0=t  η τελευταία σχέση δίνει 

030201
2

1
)0( zcycxcr


+








++= , έχουμε: (

00 3)0( zxr


+= ) 

00030201 3
2

1
zxzcycxc


+=+







++ , δηλαδή 3,

2

1
,1 321 =−== ccc . Άρα 
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 ( ) .)3
2

1
)συν(

2

1
)1ημ2()( 0

2

0

2

0 ztytxttr


++







−++=  

Ασκήσεις 

1) Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα  

α) dtztytxt )(συν 00

3

0 −+


, β) dtztytxe
t

)ημ( 00
0

0


++



. 

(Απάντηση: α) 


+−+ 0

23

0

4

0
3

2

4
ημ zty

t
xt , β) 0

2

00
2

2)1( zyxe
 

++− ) 

2) Να βρεθεί η παράγωγος της διανυσματικής συνάρτησης  )()( 21 trtr


 όπου  

000

2

1

1
)( z

t
yexttr
t 

++=  και 
00

3

02 ln)( ztytxtr


++= . 

(Απάντηση:   )ln1(
1

)3(2)()(
2

3

21 t
t

ettttrtr
t

−+++=


) 

5.5  Παραγώγιση αριθμητικής συνάρτησης κατά μια 
διεύθυνση 

Έστω f (x, y) μια διαφορίσιμη συνάρτηση, ορισμένη στον τόπο Τ  R2 και 

 
0 0 0

x y  = +      (1)  

διανυσματική μονάδα ( )2 2

0
1    = + =  που καθορίζει κάποια κατεύθυν-

ση και σχηματίζει γωνία θ με τον Ox (σχήμα 32). 

 Έστω Ρ0(x0, y0) σημείο του τόπου Τ και Ρ(x, y) 

σημείο τέτοιο ώστε το PP0  να είναι συγγραμ-

μικό με το 
0


 δηλ. 00 


hPP = . Τότε θα είναι: 

0 0
,x x h y y h = + = + .   (1α) 

Ορίζουμε τη παράγωγο της f (x, y) στο σημείο  

της Ρ0(x0, y0) του Τ  R2 κατά τη διεύθυνση 0


, 

ως το όριο: 



 

259 

 

 
h

yxfyxf

h

),(),(
lim 00

0

−

→
 όπου 2

0

2

0 )()( yyxxh −+−=   

(που προκύπτει από την (1α)) και τη συμβολίζουμε με   

 

0
0

),(

P
d

yxf





 ή 

0
0

),(
P

yxf . 

Αποδεικνύεται ότι:  

 
0

( , ) ( , ) ( , )df x y f x y f x y

d x y
 



 
= +

 
 (2) 

Αν θεωρήσουμε το διάνυσμα (ανάδελτα της f (x, y )): 

 00 y
y

f
x
x

f
f






+




=  

τότε παρατηρούμε ότι η (2) μπορεί να γραφεί ως 

 0

0

),(





 = f

d

yxdf
 (3) 

Αν τώρα η f (x, y, z) είναι ορισμένη και διαφορίσιμη στο τόπο Τ  R3, τότε η 

παράγωγος αυτής κατά τη διεύθυνση του μοναδιαίου διανύσματος 
0


, όπου 

 
0000 zyx


 ++=  (4) 

και  λ,  μ,  ν, είναι τα συνημίτονα κατεύθυνσης του 
0


, αποδεικνύεται ότι είναι: 

 
 z

f

y

f

x

f

d

zyxdf




+




+




=

0

),,(
 . (5) 

Υπενθυμίζεται ότι συνημίτονα κατεύθυνσης ενός διανύσματος 21MM  (ή του ίσου 

του OM ) στο χώρο R3 ορίζονται τα συνημίτονα των γωνιών που σχηματίζει το OM  

με τους θετικούς ημιάξονες Ox, Oy, Oz. Έτσι, αν ( )
321 ,, OM  τότε είναι: 

 1

2 2 2

1 2 3

( , ) ,Ox OM


 
  

= =
+ +

 

 2

2 2 2

1 2 3

( , ) ,Oy OM


 
  

= =
+ +
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2

2 2 2

1 2 3

3

2 2 2

1 2 3

( , ) ,

( , ) .

Oy OM

Oz OM


 

  


 

  

= =
+ +

= =
+ +

 

Έτσι, αν θεωρήσουμε το διάνυσμα (ανάδελτα της f (x, y, z )): 

 000 z
z

df
y

y

f
x
x

f
f




+




+




=  

μπορούμε επίσης να γράψουμε: 

 0

0

),,(





 = f

d

zyxdf
 (6) 

Παραδείγματα 

1) Να βρεθεί η παράγωγος της zyyxzyxf
23

32),,( −=  στο σημείο Ρ0(1, 2, –1) 

στη κατεύθυνση προς το σημείο Ρ(3, –1, 5). Σε ποια κατεύθυνση από το Ρ0 η παρά-

γωγος κατά διεύθυνση είναι μέγιστη και πόσο είναι η μέγιστη τιμή της; 

Λύση 

Είναι 0

2

0

3

0

2

000 3)62(6 zyyyzxxyxz
z

df
y

y

f
x
x

f
f


−−+=


+




+




=  και 

 
000 121412

0
zyxf

P


−+=  

Το διάνυσμα ( ) )6,3,2()1(5,21,130 −=−−−−−== PP


 έχει μέτρο 749 ==


, 

οπότε, επειδή 0


= , προκύπτει ότι 

 0000
7

6

7

3

7

2
zyx







+−==



 . 

Επομένως από τον τύπο (6) προκύπτει: 

( )( ) 790767372121412
),,(

0000000

0

−=+−−+== zyxzyxf
d

zyxdf 
 


. 
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Η παράγωγος κατά διεύθυνση 
0

),,(



d

zyxdf
 γίνεται μέγιστη στο σημείο 

0P , όταν το ζη-

τούμενο 
0


 γίνει συγγραμμικό με το f  διότι τότε, ως γνωστό, η γωνία των 

0


, f  

θα είναι 0º οπότε, συν0º = 1 και άρα το εσωτερικό γινόμενο 

 ffff === 0000 1συν0 


 

θα γίνεται μέγιστο. (
0


 είναι το νέο μοναδιαίο που ζητείται). Και επειδή  

 000 )()( 


PfPf = , θα είναι 

 
000

222

000

0
22

12

22

14

22

12

)12(1412

121412

0

zyx
zyx

f

f

P





−+=

−++

−+
=




= . Άρα 

( ) ( ) 22221222142212121412
),,(

000000

.0

=−+−+= zyxzyx
d

zyxdf

έ







. 

Σημείωση:  

Αποδεικνύεται ότι η τιμή του μέγιστου ρυθμού μεταβολής της  f στο 
0P  είναι πάντα 

το μέτρο του διανύσματος )( 0Pf , δηλαδή το )( 0Pf  (στο παράδ. το 22). 

2) Έστω η συνάρτηση xyxyxf 4),(
2
−=  και 

0


 το μοναδιαίο διάνυσμα που 

σχηματίζει γωνία 3 =  με τον άξονα Ox. Να βρεθεί η 
0

)2,3(






−f
. 

Λύση 

Προφανώς είναι 0 0 0 0 0

1 3

3 3 2 2
x y x y

 
  = + = + . Επίσης, 

0000 4)42( yxxyxy
y

f
x
x

f
f


−−=




+




=  και 

00 1214)2,3( yxf


+−=− . 

Άρα 367
2

3

2

1
)1214( 0000)2,3(0 +−=














++−=

−
yxyxf


 . 



 

262 

 

3) Να δειχθεί ότι η παράγωγος της συνάρτησης 
2

2

2

2

2

2

),,(


zyx
zyxf ++=  στο 

τυχαίο σημείο ),,( zyxP  κατά τη διεύθυνση PO  είναι ίση με 
r

f2
− , όπου Ο η αρχή 

των αξόνων και 
222
zyxr ++= . 

Λύση 

Είναι 000 zzyyxxPO


−−−=  όπου 2 2 2
( ) ( ) ( )PO x y z r= − + − + − =  και άρα η δια-

νυσματική μονάδα 
0302010 zyx


 ++= του διανύσματος PO  είναι  

0000 z
r

z
y

r

y
x
r

x

PO

PO 
−−−==  

Επίσης, 
2 2 2

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2
, ,

f P x f P y f P z

x y z  

  
= = =

  
 και επομένως (τύπος (3)) 

r

fzyx

rr

z

r

y

r

x
Pf

d

Pdf 22222
)(

)(
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

0

0

−=







++−=−−−==






  

4) Να βρεθούν οι κατευθύνσεις κατά τις οποίες η παράγωγος της συνάρτησης 

2
),( xxyyxf +=  είναι μηδέν στο σημείο )2,5(P . 

Λύση 

Έστω ),( 21  =


 ένα μοναδιαίο διάνυσμα, κατά τη διεύθυνση του οποίου είναι 

0
)()(

210 =



+




= 

y

Pf

x

Pf
f

P


 ή  

0512)2( 21)2,5(2)2,5(1 =+=++  xxy , άρα 
21

12

5
 −= . 

Όμως το ),( 21  =


 είναι μοναδιαίο άρα 1
2

2

2

1 =+ . Απ’ τις δύο  τελευταίες 

προκύπτει 
13

12
2 =  και 

13

5
1 = . Επομένως οι ζητούμενες κατευθύνσεις είναι 

 







−=








=








−−=








−=

13

12
,

13

5

13

12
,

13

5

13

12
,

13

5

13

12
,

13

5



. 
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5) Δίνεται η συνάρτηση 2
( , , ) ( )f x y z xy yz= +  και το σημείο )1,1,2(0 −P . 

Να βρεθούν: α) η κατεύθυνση κατά την οποία έχουμε το μέγιστο ρυθμό μεταβολής 

της f στο 
0P  και ποια είναι η τιμή του. β) η κατεύθυνση κατά την οποία έχουμε τον 

ελάχιστο ρυθμό μεταβολής στο 
0P  και ποια είναι η τιμή του. 

Λύση 

α) Όπως είδαμε στο παράδειγμα 1, η ζητούμενη κατεύθυνση με το μέγιστο 

ρυθμό μεταβολής της f στο 
0P  είναι η 

0

0

P
f

f




=


. Υπολογίζουμε πρώτα το 

0P
f . 

Είναι 

1
0

0

2
==





P
P

y
x

f
, 

2

7

1
2

00

22
−=

+
+=





PP
zy

z
xy

y

f
, 

2

1

1
00

22
=

+
=





PP zy

y

z

f
. 

επομένως 
000

2

1

2

7

0

zyxf
P


+−= , με 254)21()27(1)(

222

0 =+−+= Pf . 

Επομένως,  η ζητούμενη κατεύθυνση (μοναδιαίο διάνυσμα 
0


) με το μέγιστο ρυθμό 

μεταβολής είναι 
0 0 0

0

7 1

2 2

54 2

x y z


− +

= , ενώ η τιμή του μέγιστου ρυθμού μεταβολής 

της f στο 
0P  είναι (σημείωση του παραδείγματος 1): 

 254)21()27(1)(
222

0 =+−+= Pf . 

β) Για τον ελάχιστο ρυθμό μεταβολής η κατεύθυνση είναι: 

 







−+−=− 0000

2

1

2

7

54

2
zyx


 , με τιμή: 254)( 0 −=− Pf . 

6) Η παράγωγος μιας συνάρτησης ),( yxf  στο σημείο Ρ(1, 2) κατά την κατεύ-

θυνση του διανύσματος 22 001 yxu


+=  είναι 22  και κατά την διεύθυνση του 

διανύσματος 
02 2xu


−=  είναι  – 3. Ποια είναι η παράγωγος της ),( yxf  κατά την κα-

τεύθυνση του διανύσματος 
003 2yxu


−−=  στο ίδιο σημείο; 

Λύση 

Το μέτρο του 
1u


 είναι 1, άρα είναι μοναδιαίο, δηλ. 
1 10

u u=  Έτσι έχουμε 
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( ) 22
222

1
,

2

1
,)(

)(
10

10

=+=







==



 yx

P
yx

ff
ffuPf

u

Pf 
 , 

δηλαδή 4=+ yx ff .                                                                                     (1) 

Επίσης το μοναδιαίο του διανύσματος 
02 2xu


−=  είναι 00

2

2

20
4

2
xx

u

u
u







−=−== . 

 Άρα ( ) ( ) 30,1,)(
)(

20

20

−=−=−==



x

P
yx fffuPf

u

Pf 
                   (2) 

Από τις (1) και (2) προκύπτει 1,3 == yx ff . 

Τέλος, το μοναδιαίο του 
003 2yxu


−−=  είναι το 

5

2

5

00

3

3

30

yx

u

u
u








−−== . Άρα 

( ) ( ) 5
5

2
,

5

1
1,3

5

2
,

5

1
,)(

)(
30

30

−=







−−=








−−==





P
yx ffuPf

u

Pf 
 . 

Ασκήσεις 

1) Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της συνάρτησης 
22

ln),( yxyxf += στο 

σημείο Ρ(1, 2) κατά την κατεύθυνση προς την αρχή των αξόνων. Κατά ποια κατεύ-

θυνση θα έχουμε τον μεγαλύτερο ρυθμό μεταβολής και ποια είναι η τιμή του; 

(Απάντηση: 
5

5
)( 0 −= 


Pf , 

5

2

5

00

,0

yx



+= , 

5

5
)( =


Pf ) 

2) Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης 22
20),( yxyxf −−=  στο σημείο 

)2,1(P  κατά την διεύθυνση του διανύσματος 
00 43 yx


+= . Κατά ποια κατεύθυνση 

η f ελαττώνεται πιο γρήγορα στο P; Ποιες είναι οι κατευθύνσεις κατά τις οποίες η πα-

ράγωγος είναι μηδέν: 

(Απάντηση: 
20

4

20

2 00

,0

yx
ά




+= , 
20

2

20

4
ή

20

2

20

4 0000

,0

yxyx
ύύ




+−−= ) 

3) Να υπολογιστεί η παράγωγος της συνάρτησης xzezyxf
y
+=),,(  στο ση-

μείο Ρ(1, 1, 1) κατά την διεύθυνση του διανύσματος )1,1,1(−=


  

(Απάντηση: 3e ) 
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4) Έστω η συνάρτηση xzyzxzyxf
22

),,( +−= . Να βρεθεί η παράγωγος της f 

στο σημείο Ρ(1, – 4, 3) κατά την διεύθυνση του διανύσματος 
→

1PP , όπου )8,1,2(1 −P . 

Ποια είναι η κατεύθυνση 
0


 κατά την οποία έχουμε τη μέγιστη τιμή της παραγώγου 

της f στο σημείο Ρ και ποια είναι η μέγιστη αυτή τιμή;  

(Απάντηση: 
35

3552
)( 0 = 


Pf , μέγιστη τιμή: 230)( = Pf ) 

5.6  Εφαπτομένη καμπύλης 

Έστω η καμπύλη c στο χώρο R3 που δίνεται με τις παραμετρικές εξισώσεις 

 )(),(),( tzztyytxx ===   

όπου x, y, z οι συντεταγμένες του τυχαίου της σημείου Ρ και  

  
000 )()()()( ztzytyxtxtr


++=  (1) 

είναι η διανυσματική της εξίσωση. 

Όπως είδαμε στη παράγρ. 5.2 η παράγωγος της (1) σ’ ένα σημείο της Ρ είναι: 

 
000 zzyyxxr

dt

rd 










++== . 

 Αν οι τρεις παράγωγοι zyx  ,,  είναι ταυτόχρονα μηδέν στο σημείο Ρ, τότε το Ρ 

λέγεται ανώμαλο σημείο, διαφορετικά λέγεται, όπως είδαμε στην 5.2., ομαλό. Για ένα 

ομαλό σημείο επομένως, το διάνυσμα r


 είναι διάφορο του μηδενικού διανύσματος 

και ορίζει τη κατεύθυνση της εφαπτομένης στο σημείο αυτό. 

Έστω Ρ ένα ομαλό σημείο της καμπύλης με διάνυσμα θέσης το ),,( zyxr


, όπου 

τα x, y, z είναι τιμές των )(),(),( tzztyytxx ===  στο σημείο Ρ(x, y, z), και 

),,( ZYXM  ένα τυχαίο σημείο της εφαπτομένης της καμπύλης στο Ρ, με διάνυσμα 

θέσης )( ΖΥ,Χ,R


, όπου τα Χ, Υ, Ζ είναι συντεταγμένες του τυχαίου σημείου Μ της 

εφαπτομένης (σχήμα 33). Επειδή το PM  είναι συγγραμμικό με το r


 θα είναι: 

 

rrRrPM 
  =−= ή , οπότε 

rrR 
+=                                      (2) 

που είναι η διανυσματική παραμετρική εξίσω-

ση της εφαπτομένης της c στο σημείο της 



 

266 

 

),,( zyxP . Αν πάρουμε τις προβολές της διανυσματικής εξίσωσης (2) πάνω στους 

άξονες Ox, Oy, Oz, θα έχουμε: 

 zzZyyYxxX   +=+=+= ,,        (3)  

Οι (3) είναι οι παραμετρικές εξισώσεις της εφαπτομένης στο ( ))(),(),( tztytxP  και 

zyx  ,,  οι παράγωγοι που αντιστοιχούν στην τιμή t. Απ’ την (3) προκύπτει 

  
z

zZ

y

yY

x

xX



−
=

−
=

−
 (έχει απαλειφθεί η παράμετρος λ)   (4) 

Για συγκεκριμένη τιμή του t την t0 έχουμε τα 

0 0 0
, ,x y z  που είναι οι τιμές των )(txx = , 

)(tyy = , )(tzz =  για t =  t0  καθώς και τα ),( 0tx  

),( 0ty  )( 0tz , οπότε έχουμε την εξίσωση της εφα-

πτομένης της καμπύλης c στο σημείο της 

),,( 000 zyx . Η (4) είναι ανάλογη με την εξίσωση 

της ευθείας στο χώρο (παρ. 2.9.2.). 

 Ως γνωστό, (τύπος (2), παράγρ. 8.9.2) το μήκος του τόξου 
0PP  καμπύλης που 

μετριέται απ’ το σημείο )( 00 tP  μέχρι του )(tP  (σχήμα 34) είναι ίσο με: 

 ++=
t

t
dzyxs

0

222                                                                             (5)     

απ’ όπου προκύπτει ότι το s είναι συνάρτηση του t δηλαδή s = s(t) με  

 r
dt

rd
zyx

dt

ds 


 ==++=
222

       (6) 

εφόσον  000 zzyyxxr








 ++= .  

Η εξίσωση s = s(t) μπορεί να λυθεί στα ομαλά σημεία της καμπύλης ως προς t, 

επειδή 0
dt

ds
 όπως φαίνεται απ’ την (6). Επομένως, λύνοντάς την ως προς t παίρ-

νουμε  )(stt =  και αντικαθιστώντας τη τιμή αυτή του t στην (1) παίρνουμε  

 )())(( srstrr


==  

δηλαδή έχουμε τη διανυσματική εξίσωση της καμπύλης με παράμετρο το τόξο αυτής 

s (που λέγεται και φυσική παράμετρος). Έτσι έχουμε 

 
000 )()()()( zszysyxsxsr


++= . (7) 

Παραγωγίζοντας την (7) ως προς s έχουμε 
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000 z

ds

dz
y

ds

dy
x

ds

dx

ds

rd 


++=  με 

 1

2222

=







=








+








+








=

ds

ds

ds

dz

ds

dy

ds

dx

ds

rd


 

επειδή τα dzdydx ,,  είναι οι στοιχειώδεις προβολές του στοιχειώδους μήκους ds 

στους αντίστοιχους άξονες Ox, Oy, Oz.  

Επομένως το διάνυσμα 
ds

rd


 που σε κάθε σημείο της καμπύλης δίνει την κατεύ-

θυνση της εφαπτομένης, έχει μέτρο τη μονάδα δηλαδή  

  1=
ds

rd


 (7) 

άρα θεωρείται ένα μοναδιαίο διάνυσμα που το συμβολίζουμε με, )(0 s


ή 
0


 ήτοι 

 
ds

rd
s




== )(00  . (8) 

 Αν θέλουμε τώρα να εκφράσουμε το 
0


 συναρτήσει του t, χρησιμοποιούμε τον 

τύπο παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης, το θεώρημα παραγώγισης αντίστροφων 

συναρτήσεων και τον τύπο (6) που βρήκαμε πριν, οπότε έχουμε 

 
r

r

dt

ds

dt

rd

ds

dt

dt

rd
t




 )6(

00 )( ====                                                   (9) 

Παραδείγματα
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1) Να υπολογιστεί: α)το μήκος του τόξου της καμπύλης  

  
000 ημσυν)( zeytextetr

ttt 
++=  όπου  t0  και 

β) η εξίσωση της καμπύλης αυτής στη φυσική της παράσταση )(sr


 δηλαδή με παρά-

μετρο το s, αν t > 0. 

Λύση 

α) Υπολογίζουμε πρώτα τις παραγώγους zyx  ,, . Είναι 

 ( )( ) ,
t t

x e t e t t  = = −  

 ( )( ) ,
t t

y e t e t t  = = +  

  ( )
t t

z e e= = . Άρα 

( )2 2 2 2 2 2
( ) ( ) 1 3

t t
x y z e t t t t e   + + = − + + + = . 

Επομένως το μήκος του τόξου της )(tr


υπολογίζεται απ’ την (5) στο [0, π]: 

( ) −===++=





 
0 0

222
1333)]([)]([)]([

0

eededzyxs
t

t
 . 

 β) Επίσης, απ’ την εξίσωση του τόξου της καμπύλης για t > 0 προκύπτει 

 ( )13)]([)]([)]([
0

222
−=++= 

t
t

edzyxs   ,  

οπότε λύνοντας την τελευταία σχέση ως προς  t έχουμε: 













 +
=+==−

3

3
ln1

33
1

s
t

s
e

s
e

tt  με  3ή03 −+ ss  

οπότε η αρχική συνάρτηση )(tr


 παίρνει τη μορφή: 

0 0 0
( ) 1 ln 1 ln 1

3 3 3

s s s
r s x y z 

         
= + + + + +         
         

  

με  Ss − 3   όπου ( )13 −=

eS  το μήκος της καμπύλης που βρήκαμε. 

2) Να βρεθεί η διανυσματική παραμετρική εξίσωση της καμπύλης  

  
0 0 0

( )r t a t x a t y tz  = + +  Rat   ,],2,0[   
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με παράμετρο το τόξο αυτής s. 

 

Λύση 

Είναι 
0 0 0

( )r t a t x a t y z  = − = +  που είναι συνεχής στο [0, 2π] και επίσης  

0)(


 tr  ]2,0[ t . Άρα είναι λεία (παράγραφος 5.2.). 

Ο τύπος   ++=
t

dzyxs
0

222
)]([)]([)]([    δίνει 

.
22

0

22

0

22222  +=+=++=  tdds
tt

 

Άρα 
22  +

=
s

t , οπότε η διανυσματική παραμετρική εξίσωση της καμπύλης με 

παράμετρο το  s  παίρνει τη μορφή  

 0
22

0
22

0
22

)( z
s

y
s

x
s

srr











+
+















+
+















+
== , 

με ],0[ Ss , όπου S είναι το μήκος τόξου της καμπύλης, που είναι.  

  +=+=++=
 


2

0

2

0

2222222
2)]([)]([)]([ dtdttztytxS  . 

Άσκηση 

1) Να βρεθεί η διανυσματική παραμετρική εξίσωση της καμπύλης 

 
00

23

0 3
3

2
)( ztytxttr


++=  

με παράμετρο το τόξο της s, όταν το s μετριέται από το σημείο Ο(0). 

(Απ: 0
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4
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)( z

s
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sr
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 +
+












−







 +
= ) 

5.7  Διαφορικοί τελεστές 

5.7.1  Βαθμωτά Πεδία 

Αν σε κάθε σημείο Ρ(x, y, z) ενός τόπου Τ  R3 αντιστοιχίσουμε μια τιμή, ορίζεται 

μια συνάρτηση f (x, y, z) που λέγεται σημειακή ή βαθμωτή συνάρτηση και δεν διαφέρει 

απ’ τις συνηθισμένες συναρτήσεις. Παραδείγματα τέτοιων συναρτήσεων είναι η θερ-
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μοκρασία σε κάθε σημείο ενός δωματίου, η πυκνότητα στα διάφορα σημεία ενός σώ-

ματος κ.τ.λ. Λέμε ακόμα, ότι η f (x, y, z) ορίζει ένα βαθμωτό πεδίο.  

Για να έχουμε μια πιο πλήρη περιγραφή ενός τέτοιου βαθμωτού πεδίου κάνουμε 

χρήση των ισοβαρών ή ισοσταθμικών επιφανειών που είναι το σύνολο των σημείων 

του τόπου Τ, όπου η f παίρνει σταθερή τιμή α, δηλαδή ικανοποιεί την εξίσωση: 

 f (x, y, z) = α  

Αν η τιμή α της f είναι η θερμοκρασία στο σύνολο σημείων του τόπου Τ, τότε οι ισο-

σταθμικές αυτές επιφάνειες λέγονται ισόθερμες. Προφανώς οι ισοσταθμικές επιφά-

νειες που αντιστοιχούν σ’ όλες τις δυνατές τιμές του α καλύπτουν όλο το χώρο που 

ορίζει το βαθμωτό πεδίο και ακόμα, οι επιφάνειες 
1),,( azyxf = και

2),,( azyxf =  

δεν έχουν κοινά σημεία όταν 
21 aa  . 

Το σύνολο των σημείων (x, y)  R2 με εξίσωση 

 g(x, y) = β 

παριστάνει μια μονοπαραμετρική οικογένεια καμπύλων που λέγονται ισοβαρείς ή ι-

σοσταθμικές γραμμές του πεδίου. Η παραπάνω εξίσωση είναι η προβολή της τομής 

της επιφάνειας z = g(x, y) και του επιπέδου z = β (που είναι παράλληλο προς το επίπε-

δο xOy και απέχει απόσταση β απ’ αυτό). Οι ισοσταθμικές επιφάνειες εφαρμόζονται 

πολύ στη χαρτογραφία για την παράσταση του ανάγλυφου της γης.  

Αν η g(x, y) = β παριστάνει τη θερμοκρασία στο σύνολο του Τ  R2, τότε οι ι-

σοσταθμικές γραμμές λέγονται ισόθερμες γραμμές. 

5.7.2  Κλίση  (grad) σημειακής συνάρτησης 

΄Έστω η σημειακή συνάρτηση ),,( zyxf  που έχει συνεχείς μερικές παραγώγους 1ης 

τάξης στο τόπο Τ  R3 που ορίζεται.  

Καλούμε κλίση (gradient) της σημειακής αυτής συνάρτησης τη διανυσματική 

συνάρτηση 000 z
z

f
y

y

f
x
x

f 




+




+




 και τη συμβολίζουμε με grad f  ή f.  Έτσι  

 000 z
z

f
y

y

f
x
x

f
ffgrad






+




+




==  (1) 
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Έστω Ε μια επιφάνεια στην οποία η σημειακή συνάρτηση ),,( zyxf  παίρνει 

σταθερή τιμή α, και έστω c μια καμπύλη πάνω στην επιφάνεια αυτή που περνάει από 

ένα σημείο P(x, y, z) και έχει εξίσωση: 

 
000 )()()()( zszysyxsxsr


++= . (2) 

Κατά μήκος αυτής της καμπύλης  c η  f  δεν μεταβάλλεται, αφού είναι σταθερή, άρα 

  0=
ds

df
. (3) 

Είναι όμως, 

 
ds

dz

z

f

ds

dy

y

f

ds

dx

x

f

ds

df





+




+




=  , (4) 

καθώς και  

  
0000 z

ds

dz
y

ds

dy
x

ds

dx

ds

rd 



++== . (5) 

Έτσι, πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά τις (1) και (5) και λαμβάνοντας υπόψη τις (3) 

και (4), έχουμε: 

  00 ==



+




+




=

ds

df

ds

dz

z

f

ds

dy

y

f

ds

dx

x

f
f 


. (6) 

Επομένως, το διάνυσμα f  είναι κάθετο στο 
0


 δηλαδή η grad f  είναι ένα διάνυσμα 

κάθετο στη σταθερή επιφάνεια ),,( zyxf  = α στο σημείο ),,( zyxM με φορά προς το 

μέρος του ημιχώρου που είναι ),,( zyxf  = α + ε  (ε > 0).  

Το σύμβολο 000 z
z

y
y

x
x






+




+




=  σημαίνει μια πράξη πάνω στην  f, όπως 

ακριβώς το σύμβολο 
dx

d
 της γνωστής παραγώγου σημαίνει μια πράξη πάνω στην f(x) 

και λέγεται ανάδελτα ή τελεστής Hamilton.  

Ιδιότητες της κλίσης 

Οι ιδιότητες της κλίσης ακολουθούν τις ιδιότητες των παραγώγων. Έτσι για δύο ση-

μειακές συναρτήσεις  f, g  ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες: 

 ( ) ,f f R  •  =    
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 ( )f g f g•  + =  +  

 ( )f g f g g f•   =  +   

 
2

f g f f g

g g

   − 
•  = 

 
 

Επίσης, αν ),,(),( zyxuuuff ==  τότε 

 uufuf =• )()(  

Αν 0000
x

όπου,τότε),( y
y

xy
y

f
x
x

f
ffgradyxff






+




=




+




=== . 

5.7.3  Απόκλιση  (div) διανυσματικής συνάρτησης 

Έστω 030201 ),,(),,(),,(),,( zzyxfyzyxfxzyxfzyxf


++=  μια διανυσματική συνάρ-

τηση που ορίζεται στον τόπο Τ  R3 και της οποίας υπάρχουν οι μερικές παράγωγοι 

z

f

y

f

x

f











 321 ,,  και είναι συνεχείς στο τόπο Τ. 

Καλούμε απόκλιση (divergence) της διανυσματικής συνάρτησης ),,( zyxf


 τη 

σημειακή συνάρτηση 
z

f

y

f

x

f




+




+



 321  και τη συμβολίζουμε με fdiv


 δηλαδή  

 
z

f

y

f

x

f
fdiv




+




+




= 321


. (1) 

Ο αριθμός fdiv


, με τη βοήθεια του συμβολισμού του ανάδελτα  μπορεί να θεωρη-

θεί (καταχρηστικά βέβαια) ως εσωτερικό γινόμενο του  και της f


 δηλαδή: 

  ffdiv


=  (2) 

Ως γνωστό, αν 1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3
( , , ), ( , , ) τότε                = + + . Άρα 

( ) fdiv
z

f

y

f

x

f
zfyfxfz

z
y

y
x
x

f


=



+




+




=++












+




+




= 321

030201000
. 

Προφανώς,, για τη διανυσματική συνάρτηση  

  0201 ),(),(),( yyxfxyxfyxf


+=  έχουμε: 
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y

f

x

f
fdiv




+




= 21


. 

Ιδιότητες της απόκλισης 

Για τις διανυσματικές συναρτήσεις gf


,  και τη σημειακή συνάρτηση φ έχουμε τις 

παρακάτω ιδιότητες της απόκλισης: 

 ( ) ( ), ήdiv f div f R f f    • =   =   

 ( ) ( )ήdiv f g div f div g f g f g• + = +  + =  +  

 ( ) ( )• ήdiv f f grad div f f f f     =  +  =  +   

(Πρέπει να τονιστεί ότι στο πρώτο μέλος της 3ης ιδιότητας, το f


φ  εκφράζει το γινό-

μενο σημειακής επί διανυσματική συνάρτηση που είναι τελικά διανυσματική συνάρ-

τηση, άρα το )φ( fdiv


 εκφράζει πραγματικό αριθμό. Στο δεύτερο μέλος της, ο πρώ-

τος προσθετέος εκφράζει το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων των f


 και φgrad  

και ο δεύτερος προσθετέος εκφράζει το γινόμενο δύο πραγματικών (σημειακών) συ-

ναρτήσεων των φ και ffdiv


= ). 

 ( ) ( )
2

2

2

2

2

2
2

z

f

y

f

x

f
fffgraddiv




+




+




===•  

όπου βέβαια η  f  είναι σημειακή συνάρτηση. Η f
2

 λέγεται Λαπλασιανή της  f όπως 

είδαμε στο παράδειγμα 6 της παρ. 2.8., και ο τελεστής  

  
2

2

2

2

2

2
2

zyx 


+




+




=  

λέγεται τελεστής Laplace.  

Υπάρχουν και άλλες ιδιότητες της απόκλισης, μερικές από τις οποίες αναφέρο-

νται ως παραδείγματα ή ασκήσεις στο τέλος της παραγράφου. 

5.7.4  Στροφή  (rot) διανυσματικής συνάρτησης 

Καλούμε στροφή (rotation ή curl) της διανυσματικής συνάρτησης ),,( zyxf


, την επί-

σης διανυσματική συνάρτηση που ορίζεται απ’ τον τύπο: 
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−




=












=         (1) 

όπου 030201 ),,(),,(),,(),,( zzyxfyzyxfxzyxfzyxf


++= .  

Και εδώ το frot


 μπορεί να θεωρηθεί (καταχρηστικά βέβαια) ως το εξωτερικό γινό-

μενο του τελεστή 

 000 z
z

y
y

x
x






+




+




=  και της 030201 zfyfxff


++=  

όπως προκύπτει απ’ την (1) και τον ορισμό του εξωτερικού γινομένου δύο διανυσμά-

των, δηλαδή  

  ffrot


=                                                                                      (2) 

Ιδιότητες της στροφής 

Αν gf


,  δύο διανυσματικές συναρτήσεις και φ σημειακή συνάρτηση, τότε: 

 ( ) ( ) ( )ήrot f rot f f f   • =  =   

 ( ) ( )ήrot f g rot f rot g f g f g• + = +  + =  +  

 ( ) ( ) ( )• rot f f f  =   +   

Αν 030201 zfyfxff


++=  και οι 
321 ,, fff  έχουν μερικές παραγώγους 2ης τάξης συ-

νεχείς στο τόπο Τ  R3 τότε 

 ( ) ( ) 0ή0 ==• ffrotdiv


 

δηλαδή η απόκλιση της στροφής της f


 είναι πάντα μηδέν (βλέπε παράδειγμα 4). 

Αν η σημειακή συνάρτηση ),,( zyxf  έχει μερικές παραγώγους 2ης τάξης συνεχείς 

στο τόπο Τ  R3 τότε 

  ( ) ( ) 0ή0


==• ffgradrot  

δηλαδή η στροφή της κλίσης της  f  είναι πάντα το 0  (παράδειγμα 9). 
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5.7.5  Άλλοι διαφορικοί τελεστές 

Εκτός από τους τρεις αυτούς βασικούς τελεστές, μπορούμε να ορίσουμε και άλλους 

τελεστές που εμφανίζονται στη διανυσματική ανάλυση. 

α) Έστω η διανυσματική συνάρτηση  

 030201 zfyfxff


++= .  

Ορίζουμε το παρακάτω «εσωτερικό γινόμενο»: 

 
z

f
y

f
x

ff



+




+




= 321


 (1) 

που παριστάνει ένα τελεστή και προφανώς είναι διάφορο από το f


  που παριστά-

νει μια σημειακή συνάρτηση, όπως είδαμε στην απόκλιση. Δηλαδή τα f


και f


  

ούτε καν συσχετίζονται. Ο παραπάνω τελεστής f


 εφαρμοζόμενος στη σημειακή 

συνάρτηση φ(x, y, z) δίνει 

 ( ) ( )1 2 3
f f f f f

x y z

  
 

  
 = + + =  

  
 

β) Για την ίδια συνάρτηση f


 ορίζουμε το παρακάτω «εξωτερικό γινόμενο»: 

0 0 0

1 2 3 2 3 0 3 1 0 1 2 0

x y z

f f f f f f x f f y f f z
z y x z y x

x y z

         
 = = − + − + −    

         
     

 

που παριστάνει ένα διανυσματικό τελεστή και προφανώς είναι διάφορο απ’ το 

f


 που παριστάνει ως γνωστό τη στροφή της f


 ( ffrot


= ).  

Ο παραπάνω τελεστής εφαρμοζόμενος στη σημειακή συνάρτηση φ δίνει: 

( ) ( )2 3 0 3 1 0 1 2 0
f f f x f f y f f z f

z y x z y x

     
 

         
 = − + − + − =      

         
 

Παραδείγματα – Εφαρμογές 

1) Αν 0

2

0

2

0 2),,( zyxyyxxzzyxf


+−=  και 2 3
( , , )x y z x yz =  να βρεθούν τα: 

( ) ( )) , ) , ) , ) , )i ii f iii f iv div f v rot f     . 
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Λύση 

i) 3 2 3 2 2

0 0 0 0 0 0
2 3x y z xyz x x z y x yz z

x y z

  


  
 = + + = + +

  
 

ii) yzyz
z

f
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f
fdivf 202321 −=+−=
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==


 

iii) =











−




+












−




+












−




== 0
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0
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f
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f
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f
frotf


 

               ( ) ( ) ( ) ( ) +
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−
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= 0

2

0

22
22 yyx

x
xz

z
xy

z
yx

y


 

  ( ) ( ) ( )
00

2

0

2
42 yxyxxxzxz

y
y

x


−+=












−−




+  

iv) ( )div f f grad div f  =  +  (3η ιδιότητα της απόκλισης) ή 

  ( ) ( ) ( )f f f   =   +  .  

Οι ποσότητες φ  και f


  υπολογίστηκαν στα ερωτήματα i) και ii) αντίστοιχα. 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3 2 2 2

2 4 2 2 3 4 2 2

2 2 3

2 6 ,

f xy xyz y x z x y x yz

x yz x y z x y z

 = + − + =

= − +
 

  ( ) ( )2 3 2 4 2 2 3
2 2f x yz z y x yz x y z  = − = − .  

Προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε: 

  ( ) ( ) ( ) 22432242
633φφφ zyxzyxyzxfff +−=+=


 

v)  ( )2 3 2 2 3 4 2 3 3 4 2 3

0 0 0 0 0 0
2 2f x yz xzx y y x yz x yz x x y z y x y z z = − + = − + . Άρα 

     
( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0

3 4 2 3 3 4 2 3

4 3 2 3 2 3 3 3 2 3 3 3 3 4

0 0 0

2

4 3 4 8 2 .

x y z

rot f f
x y z

x yz x y z x y z

x yz x y z x x yz x y z y xy z x z z

 
  

=   = =
  

−

= + + − − +

 

2) Να βρεθεί η κλίση των συναρτήσεων 
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α) rzyxf ln),,( =  και  β) n
rzyxg =),,( , όπου 

222
zyxr ++= . 

Λύση 

 α) Είναι )ln(
2

1
lnln),,(

222222
zyxzyxrzyxf ++=++== . Άρα 

  .)ln(
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1
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zyx

zzyyxx
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= . 

 β) Είναι 2222
)(),,(
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zyxrzyxg ++== . Άρα 

=++



+++
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= 0

2222

0
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2222
)()()( zzyx

z
yzyx

y
xzyx

x
g

nnn 
 

=++++++++=
−−−

0

1
2222

0

1
2222

0

1
2222

2)(
2

2)(
2

2)(
2

zzzyx
n

yyzyx
n

xxzyx
n

nnn


 

.)()()(
2

1
22

000

1
2222

rnrrrnzzyyxxzyxn
n

nn
 −

−−

==++++=  

 3) Αν 2 3
( , , ) 2x y z x y xz = = −  να βρεθεί η Λαπλασιανή της φ δηλ. η 2 . 

Λύση 

 ( )3 2 2

0 0 0 0 0 0
4 2 3x y z xy z x x y xz z

x y z

  


  
 = + + = − + −

  
 και  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 2
4 2 3 4 6xy z x xz y xz

x y z
 

  
 =    = − + + − = −

  
. 

4) Να δειχτεί ότι ( ) ( ) 0   ή,0 == ffrotdiv


 

όπου 030201 zfyfxff


++=  είναι διανυσματική συνάρτηση. 

Λύση 
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Είναι 
0

12

0

31

0

23 z
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f
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f
y
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f
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f
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f
f
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= , καθώς και 

000 z
z

y
y

x
x






+




+




= .  

Άρα το εσωτερικό γινόμενο του  και f


  είναι: 

( ) 3 32 1 2 1
f ff f f f

f
x y z y z x z x y

          
    = − + − + − =    

            
 

2 22 2 2 2

3 32 1 2 1 0
f ff f f f

x y x z y z y x z x z y

    
= − + − + − =
           

. 

5) Να δειχτεί ότι ( ) ( ) ( )f f f   =   +   , όπου ( , , )x y z =  είναι ση-

μειακή και 030201 zfyfxff


++=  διανυσματική συνάρτηση. 

Λύση 

Είναι 030201 φφφφ zfyfxff


++=  οπότε  

( ) ( )0 0 0 1 0 2 0 3 0
f x y z f x f y f z

x y z
   

   
  = + +  + + = 

   
 

( ) ( ) ( )1 2 3
f f f

x y z
  

  
= + + =
  

 

31 2

1 2 3

ff f
f f f

x y z x y z

  

    

= + + + + + = 
      

 

( )0 0 0 1 0 2 0 3 0
x y z f x f y f z

x y z

     
= + +  + + + 

   
 

( ) ( ) ( )0 0 0 1 0 2 0 3 0
x y z f x f y f z f f

x y z
  
   

+ + +  + + =   +   
   

 

6) Αν 000 zzyyxxr


++=  με 
22222

rzyxr


=++=  να δειχτεί ότι 

α) ( ) 0
2


= rr , β) 33

6)( rrrdiv =


, γ) 0
2



=








r

r
rot  

Λύση 
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α) Η 2 2 2 2
( , , )r x y z x y z= + + =  ή 

222
zyxr ++=  θεωρείται σημειακή συ-

νάρτηση, ενώ η 
000 zzyyxxr


++=  θεωρείται διανυσματική. Απ’ την 3η ιδιότητα της 

στροφής έχουμε 

( ) ( ) ,f f f   =   +   ή ( ) ( ) ( )rrrrrr


+=
222 . Είναι 
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0 0 0 0 0 0
2 2 2r x y z xx yy zz

x y z

  


  
 =  = + + = + +

  
. Άρα 
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β) Έστω )( 000
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zzyyxxrrrF


++== , οπότε 

)()()(
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xr
x

Fdiv
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. Αλλά  
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3
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232212223
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22232322233
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Παρόμοια, 233
3)( ryryr

y
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,  233

3)( rzrzr
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. Άρα, 
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3232223
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γ) Είναι .0202022
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x

r
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++=  Άρα 

0 0 0

02 2 2 2

2 2 2

x y z

r r z y
rot x

r r x y z y r z r

x r y r z r
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0 02 2 2 2
. Αλλά,

x z y x
y z

z r x r x r y r

             
+ − + −         

             
 

2 2

2 2
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z y
z r y r

y r z r y z

− −      
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3 3
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2 2
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r r z y y z
z r y r
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Άρα 0000 0002
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r
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7) Να δειχθεί ότι για τη συνάρτηση 
r

zyxf
1

),,( =  όπου r το μέτρο του διανύ-

σματος θέσης τυχαίου σημείου ),,( zyx  ισχύει: α) 
3
r

r
f



−=  και β) 0
2

= f . 

Λύση 

α) Είναι 
000 zzyyxxr
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222
zyxr ++=  και 
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f f f x y z r
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x y z r r r r
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β) Ως γνωστό, 
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=  (Λαπλασιανή της ),,( zyxf ). Είναι 
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3 3 3

2 3
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f f x
xr r x r

x x x x r x x
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4 4

3 3 5 3

1 1 3 1
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r x x
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Παρόμοια βρίσκουμε 
35

2

2

2
13

rr

y

y

f
−=




 και 

35

2

2

2
13

rr

z

z

f
−=




. Άρα 

 
2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 5 3 5 3 5 3

3 1 3 1 3 1f f f x y z
f

x y z r r r r r r

  
 = + + = − + − + − =
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2 2 2 2

5 3 5 3

3( ) 1 3 3
3 0

x y z r

r r r r

+ +
= − = − =  

Σημείωση: 

Αν μια συνάρτηση, όπως η παραπάνω 
222

1
),,(

zyx
zyxf

++
= , είναι τέτοια ώστε 

η Λαπλασιανή της, η f
2

  να είναι μηδέν, λέγεται αρμονική. 

8) Αν 000

2
)2(3),,( zzxyyzxxzzyxf


++−=  να υπολογιστεί το διάνυσμα 

 ( ) ( )ffrotrot


= . 

Λύση 
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9) Αν η συνάρτηση ),,( zyxff =  έχει συνεχείς μερικές παραγώγους 2ης τάξης, 

να δειχθεί ότι 0)(


=fgradrot . 

Λύση 

+
























−
















=














= 0

000

)( x
y

f

zz

f

y

zfyfxf

zyx

zyx

fgradrot




 



 

148 

 

0 0

f f f f
y z

z x x z x y y x
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2 2 2 2 2 2

0 0 0
.

f f f f f f
x y z

z y y z x z z x y x x y

          
= − + − + −     

                
 

Επειδή οι παράγωγοι 2ης τάξης είναι συνεχείς, έχουμε 
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22
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Άρα 0)(


=fgradrot . 

10) Να προσδιοριστεί η σταθερή α έτσι ώστε, το διανυσματικό πεδίο 

000 )()2()3(),,( zazxyzyxyxzyxF


++−++=  να είναι σωληνοειδές, δηλαδή να ι-

σχύει η σχέση 0=Fdiv


. 

Λύση 

Είναι aaazx
z
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yx
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Fdiv +=++=+



+−




++




= 211)()2()3(


 

και 2020 −==+= aaFdiv


. 

 11) Να εξεταστεί αν υπάρχει τιμή της σταθερής α για την οποία το διανυσματι-

κό πεδίο 0

2

0

2

0

3
)1()2()(),,( zxzayxaxzaxyzyxF


−+−+−=  είναι αστρόβιλο, δη-

λαδή να ισχύει η σχέση 0


=Frot . 

 Λύση 
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Επομένως θα πρέπει .404,,,0)4(,0)4(
2

==−=−=− aazyxaxaz  

 12) Αν 







+=
y

xyxf
1

ln),(  να εξεταστεί αν υπάρχει σημείο Ρ του επιπέδου, 

τέτοιο ώστε να είναι 
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9

16
yxf
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−= . 
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Η πρώτη εξίσωση δίνει yxy =+1 , 

ενώ η δεύτερη, για yxy =+1 , δίνει 
4

3
=y . 

Έτσι έχουμε με αντικατάσταση του y στην yxy =+1 , δύο πραγματικές λύσεις: 

 
4

3
,

3

1
11 =−= yx  και 

4

3
,

3

7
22 −== yx .  

Επομένως, ως λύση έχουμε δύο σημεία, τα 
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1
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7
2P . 

13) Να βρεθεί ένα μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στην επιφάνεια  

1022
422
=+− zyxzyx  στο σημείο αυτής )1,1,2( −P . 

Λύση 

Έχουμε τη σταθερή επιφάνεια azyxfE =),,(:  όπου  

 422
22),,( zyxzyxzyxf +−=  με  a = 10 . 

Το σημείο )1,1,2( −P Ε επειδή οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της  

επιφάνειας Ε. Επομένως, σύμφωνα με τη θεωρία της κλίσης, το f  θα είναι διάνυσμα 

κάθετο στη σταθερή αυτή επιφάνεια, στο σημείο της )1,1,2( −P . Είναι 
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Επομένως στο σημείο )1,1,2( −P  είναι 

 rzyxf


=−+=
− 000)1,1,2(

1286 .  

Άρα, το μοναδιαίο διάνυσμα αυτού είναι το  
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Ασκήσεις 

1) Αν 0
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2
5)( ztytxttf


−+=  και 
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( )g t t x t y t z = − + , να βρεθούν οι 

παράγωγοι ( ) ( ) ( )•
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 ggffgf


,, .  

(Απάντηση: ( )
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2 3
(5 1) 11 4f g t t t t  = − + − , ( ) tttff 21006
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++=
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( ) tgg 2=
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2) Αν 0
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2 zxzyxyxyf


−+=  και yxz
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φ −= , να υπολογιστούν οι παρα-

στάσεις ,f f    στο σημείο Μ (–1, 1, 1).  

(Απ: 7φ =f


, 000 3x5φ zyf


+−−= ) 

3) Να βρεθεί ένα μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στο σημείο )2,1,3( −M  της επι-

φάνειας 10542),,(
22

−=−+= zyzxzyxf . (Απάντηση: 
608

20812 000 zyx


−+
) 

4. Να δειχτούν οι παρακάτω ταυτότητες: 

 i) ( ) 0= ggradfgraddiv  ( f, g σημειακές συναρτήσεις ), 

 ii) ( ) ( )rot rot f grad rot rot f+ = , 

 iii) ( )2
div rot f grad  = + , 

 iv) ( ) grotffrotggfdiv


−= . 

5) Αν 0

3

0

42

0

3
3

3
32)(

3
),,( z

z
yxyzyaxxy

x
zyxf











++++−+








+= , 

να βρεθεί η επιφάνεια S πάνω στην οποία είναι 0=fdiv


.  

(Απάντηση: 222
azx =+ ) 

6) Αν 000 zzyyxxr


++=  με 222
zyxrr ++==


 και τυχαίο σταθερό διά-

νυσμα 030201 zyx


 ++= , να δειχτούν οι παρακάτω ταυτότητες: 

( ) ( ) 


rotrrdivrrotrdivrgrad ==== iv),0iii),3ii),)i . 
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7) Να προσδιοριστούν τα α, β, γ, ώστε να είναι αστρόβιλο το διανυσματικό πε-

δίο που δημιουργεί η διανυσματική συνάρτηση 

 000 )24()3()2(),,( zzyxyzyxxzyxzyxf


+++−−+++=  . 

(Απάντηση: 1,2,4 −===  ) 

8) Αν 0

2

0

2

0 2),,( zyxyyxxzzyxf


+−=  και 32
),,(φ yzxzyx =  να υπολογιστούν 

οι παραστάσεις α) φ , β) f


 , γ) f


 , δ) )φ( fdiv


, ε) )φ( frot


. 

(Απάντηση: α) 
0

22

0

32

0

3
32 zyzxyzxxxyz


++ , β) yz 2− , γ) 

00

2
)4(2 yxyxxx


−+ ,  

δ) 22432242
633 zyxzyxyzx +− ,  

ε) 0

4333

0

32333

0

23234
)2()84()34 zzxzxyyzyxyzxxzyxyzx


+−−++ ) 

9) Να υπολογιστεί η κλίση της συνάρτησης )()(),,( yyyxzyxf  +=  

στο σημείο )2,1,0(0P . (Απάντηση: 
00 )( yPf


= ) 

10) Να υπολογιστεί η απόκλιση της συνάρτησης  

0

2

0

23

0

2
2),,( zzxyyzyxzxzyxf


+−=  στο σημείο )1,1,1(0 −P . 

(Απάντηση: 3
)1,1,1(

−=
−

fdiv


) 

11) Να υπολογιστεί η στροφή της συνάρτησης 

 0

4

0

2

0

3
22),,( zyzyyzxxxzzyxf


+−=  στο σημείο )2,1,2(0 −−P . 

(Απάντηση: 000
)2,1,2(

162424 zyxfrot


−+=
−−

) 

12) Αν raf


= , όπου a


 σταθερό διάνυσμα και 
000 zzyyxxr


++=  να δει-

χθεί ότι: α) 0=fdiv


,  β) afrot


2= . 

13) Αν 000

2
22),,( zyzyxzxyxzyxf


+−=  να βρεθούν τα  

α) )( frotrot


, β) )( fdivgrad


. (Απ: α) 
0)1(2 yx


+ ,  β) 

00 )1(22 yxxy


++  

14) Να δειχτεί ότι τα παρακάτω διανυσματικά πεδία είναι αστρόβιλα: 

 

2 2

0 0 0

0 0 0

i) ( , , ) 2

ii) ( , , ) ( 2 4 ) (2 3 ) (4 2 ) .

f x y z xyzx x zy x yz

f x y z x y z x x y z y x y z z

= + +

= − + + − − + − +
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Β. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΚΑΜΠΥΛΩΝ 

ΚΑΙ ΕΠΙΦΑΝΕΙΩΝ 

Ι. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΚΑΜΠΥΛΩΝ 

5.8  Συνοδεύον τρίεδρο. Τύποι των Serret-Frenet 

Έστω η διανυσματική εξίσωση μιας καμπύλης c στο χώρο: 

 
000 )()()()( ztzytyxtxtr


++=  

όπου t  [α, β]. Υποθέτουμε ότι οι συναρτήσεις x(t), y(t), z(t) δέχονται συνεχείς πα-

ραγώγους όλων των τάξεων. Όπως είδαμε στη παράγραφο 5.6, αν το t θεωρηθεί συ-

νάρτηση του μήκους s της καμπύλης, δηλαδή )(stt = , τότε η παράγωγος 
d r

ds
 σ’ ένα 

σημείο Ρ της καμπύλης, είναι η διανυσματική μονάδα 
0


 της εφαπτομένης της κα-

μπύλης στο σημείο αυτό τύπος (8), δηλαδή  

 
0




=
ds

rd
.                                                                                        

Συνεπώς, επειδή η διανυσματική μονάδα 
0


 έχει σταθερό μέτρο ίσο με 1 σε κάθε ση-

μείο της c, θα έχει παράγωγο κάθετη στο 
0


 (τύπος (3) παρ. 5.3.). Έτσι, 

 0

0 
 


k
ds

d
=    ( 0k ) (1) 

όπου το διάνυσμα 
0


 λέγεται πρώτη κάθετη της c και είναι διανυσματική μονάδα 

κάθετη στο 
0


.  

Το k  είναι η αλγεβρική τιμή του 
ds

d 0


 και λέγεται καμπυλότητα της c και δεί-

χνει πόσο απότομα  μεταβάλλεται η καμπύλη σε διάφορα σημεία της. Δηλαδή η κα-

μπυλότητα k της c στο σημείο της Ρ, είναι η μεταβολή της κατεύθυνσης της εφαπτο-

μένης της (η οποία εφαπτομένη εκφράζεται με το 0


) ανά μονάδα μεταβολής του μή-

κους τόξου.  
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Ο κύκλος καμπυλότητας είναι ο κύκλος ακτίνας kR 1=  που εφάπτεται της 

καμπύλης στο Ρ και βρίσκεται στο μέσα μέρος της καμπύλης. 

Έτσι, σε κάθε σημείο Ρ της καμπύλης, έχουμε δύο διανύσματα (διανυσματικές 

μονάδες) τα 
0


 και 
0


 κάθετα μεταξύ τους. Με βάση τα διανύσματα αυτά, μπορούμε 

να κατασκευάσουμε ένα τοπικό σύστημα συντεταγμένων με αρχή το σημείο Ρ, ορίζο-

ντας ένα τρίτο διάνυσμα 0b


 κάθετο στα 
0


 και 
0


 και τέτοιο ώστε 000 


=b  δη-

λαδή τέτοιο ώστε τα διανύσματα 
0


, 
0


, 0b


 να αποτελούν δεξιόστροφο ορθογώνιο 

σύστημα (όπως και τα 
0x


, 

0y


, 
0z


).  

Το διάνυσμα 0b


 λέγεται δεύτερη κάθετη της c και το τοπικό σύστημα συντε-

ταγμένων της καμπύλης στο Ρ που δημιουργείται απ’ τα 
0


, 
0


, 0b


 λέγεται συνο-

δεύον τρίεδρο της c στο Ρ. Έτσι, τα διανύσματα που συνδέονται με τη καμπύλη c 

στο σημείο Ρ, μπορούν να εκφραστούν ως γραμμικοί συνδυασμοί των 
0


, 
0


, 0b


.  

Ακόμα, ορίζονται οι παραμετρικές εξισώσεις στο σημείο )(tP της c: 

• της εφαπτομένης: 0


+= rR , 

• της πρώτης καθέτου: 0


+= rR ,                                                       (2) 

• της δεύτερης καθέτου: 0brR


+=  

Μέχρι τώρα βρήκαμε λοιπόν τα 
0




=
ds

rd
 και 0

0 
 


k
ds

d
=  όπου η φορά του 

0


 

εξαρτάται απ’ τον προσανατολισμό της καμπύλης. Και το ερώτημα που προκύπτει 

είναι: Τι εκφράζουν οι παράγωγοι 
ds

bd

ds

d 00 και 




; Την απάντηση δίνουμε παρακάτω: 

Επειδή το 0b


 έχει σταθερό μέτρο ίσο με 1, η παράγωγός του 
ds

bd 0



 θα είναι διάνυσμα 

κάθετο στο 0b


, δηλαδή θα βρίσκεται στο επίπεδο των 
0


 και 
0


. 

Παραγωγίζοντας ως προς  s  τη σχέση ( )
0000 0 


⊥= bb  έχουμε: 

 00

00

0 =+
ds

d
b

ds

bd 





 ή λόγω της (1) 
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 0000

0 =+ 




kb
ds

bd
. Αλλά ( )

0000 0 


⊥= bb  οπότε 

 00

0 =




ds

bd
 

δηλαδή  το 
ds

bd 0



 είναι κάθετο στο 
0


, άρα θα είναι συγγραμμικό με το 
0


, επομένως 

 0

0 




=
ds

bd
 (3) 

όπου σ είναι η αλγεβρική τιμή του 
ds

bd 0



 και λέγεται στρέψη της c στο σημείο Ρ.  

Το αντίστροφο της στρέψης  1=  λέγεται ακτίνα στρέ-

ψης.  

Αν r


 είναι το διάνυσμα θέσης του σημείου Ρ της c, τότε 

το σημείο Λ που έχει διάνυσμα θέσης (σχήμα 35) 

 )1(0 kRRr =+ 


 

είναι το κέντρο καμπυλότητας της c στο Ρ, ενώ το σημείο 

Μ που έχει διάνυσμα θέσης 

  )1(0  =+ br


 

είναι το κέντρο στρέψης της c στο Ρ. Ο γεωμετρικός τόπος όλων των κέντρων καμπυ-

λότητας της c αποτελεί μια καμπύλη που λέγεται εξελιγμένη της c.  

Τα 
0


, 
0


, 0b


 αποτελούν δεξιόστροφο σύστημα όπως αναφέρθηκε, άρα  

 000 


= b ,1 

οπότε, παραγωγίζοντας ως προς s έχουμε: 

                                                 

1 Όπως προκύπτει από τον ορισμό του εξωτερικού γινομένου δύο διανυσμάτων: cba


= , το 

c


 είναι διάνυσμα κάθετο στο επίπεδο των ba


, με φορά τέτοια ώστε τα διανύσματα cba


,, να αποτε-

λούν δεξιόστροφο σύστημα, (περιστρεφόμενο το a


 προς το b


 κατά τη μικρότερη γωνία, να κοχλιώνε-

ται προς το μέρος του c


) και έχει μέτρο: ),( bababac


== . Επομένως, για τα μοναδιαία 

διανύσματα ,,, 000 b


  θα είναι κυκλικά: ,000 b


=  ,000 


= b  
000 


=b . 
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 ( )
000000

0

00

00 bkkb
ds

d
b

ds

bd

ds

d 










−−=+=+=  

εφόσον 000 b


−=   και 000 


−=b  (βλέπε υποσημείωση 1). 

Μετά από όλα τα παραπάνω, έχουμε συγκεντρωτικά τις παραγώγους των μονα-

διαίων διανυσμάτων 
0


, 
0


, 0b


 ως εξής (τύποι των Serret-Frenet): 

 

0

0

0

0 0

0

0

d
k

ds

d
k b

ds

db

ds





 



=

= − −

=

        ( Τύποι των Serret – Frenet ) (4)  

Στο συνοδεύον τρίεδρο ( )
000 ,, bP


 , το επίπεδο που περιέχει την εφαπτομένη 

0


 και την πρώτη κάθετη 
0


 λέγεται εγγύτατο επίπεδο (σχήμα 36). Αν R


 είναι το 

διάνυσμα θέσης τυχαίου σημείου του επιπέδου αυτού και r


 το διάνυσμα θέσης του Ρ 

στην καμπύλη c, τότε το R


 - r


 βρίσκεται στο εγγύτατο επίπεδο, επομένως είναι κά-

θετο στο 0b


. Συνεπώς η διανυσματική του εξίσωση είναι: 

  ( ) 00 =− brR


 (5) 

Το επίπεδο που ορίζεται ως το επίπεδο που περνάει απ’ το Ρ και είναι κάθετο στο 
0


 

λέγεται κάθετο επίπεδο. Η διανυσματική του εξίσωση βρίσκεται ότι είναι: 

 ( ) 00 =− 


rR . (6) 

Τέλος, το επίπεδο που ορίζεται ως το επίπε-

δο που περνάει απ’ το Ρ και είναι κάθετο 

στη πρώτη κάθετη 
0


 λέγεται ευθειοποιό 

επίπεδο, με διανυσματική εξίσωση: 

( ) 00 =− 


rR             (7) 

Τα τρία αυτά επίπεδα ορίζουν το συνοδεύον 

τρίεδρο της καμπύλης c σε ένα σημείο Ρ 

αυτής (σχήμα 36).  

Για να μεταφερθούμε τώρα απ’ τις 

διανυσματικές εξισώσεις των επιπέδων αυτών στις αναλυτικές τους εξισώσεις, εκ-
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φράζουμε το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων καθεμιάς των εξισώσεων αυ-

τών ως άθροισμα των γινομένων των ομωνύμων συντεταγμένων. Έτσι, 

 1) για το κάθετο επίπεδο θα σκεφτούμε ως εξής: 

Αν (R


Χ, Υ, Ζ) είναι οι συντεταγμένες τυχαίου σημείου του επιπέδου αυτού και 

),,( zyxr


 οι συντεταγμένες ενός τυχαίου σημείου Ρ της καμπύλης, (όπου τα x, y, z 

είναι συναρτήσεις του t δηλαδή )(txx = ), ),(tyy =  )(tzz = , επειδή 

 
ds

dt
r

ds

dt

dt

rd

ds

rd 



===0  

η διανυσματική εξίσωση του καθέτου επιπέδου ( ) 00 =− 


rR  παίρνει τη μορφή: 

  ( ) 0=−
ds

dt
rrR 

 ή  ( ) 0=− rrR 
.  

(Το 
ds

dt
 θεωρείται ο συντελεστής του r


 επομένως παραλείπεται). Είναι 

  ( ) ( ) ( )zyxrzZyYxXrR 
,,,,, =−−−=− . Άρα 

  ( ) 0R r r−  =  ή 

  ( ) ( ) ( ) 0X x x Y y y Z z z− + − + − =    (8) 

Η (8) είναι η εξίσωση του καθέτου επιπέδου στο σημείο Ρ(x, y, z) της c.  

 2) Για το εγγύτατο επίπεδο 

Κάνοντας ανάλογες σκέψεις με τις προηγούμενες και λαμβάνοντας υπόψη ότι  

  )(
1

0 rr
rr

b 






=  (τύπος (8) της επόμενης παραγράφου 5.9.) 

η διανυσματική εξίσωση του εγγύτατου επιπέδου ( ) 00 =− brR


 γίνεται: 

  ( ) 0)(
1

=


− rr
rr

rR 




 ή  

  ( ) 0)( =− rrrR 
. 

(Το 
rr  

1
 θεωρείται ο συντελεστής του rr    επομένως παραλείπεται). 

Η τελευταία σχέση εκφράζει το μικτό γινόμενο τριών διανυσμάτων, άρα 



 

157 

 

  ( ) 0)( =

−−−

=−

zyx

zyx

zZyYxX

rrrR




                                      (9) 

Η (9) είναι η εξίσωση του εγγύτατου επιπέδου στο σημείο Ρ(x, y, z) της c.  

 3) Για το ευθειοποιό επίπεδο  

Στη διανυσματική εξίσωση του ευθειοποιού επιπέδου ( ) 00 =− 


rR , το μοναδιαίο 

διάνυσμα 
0


 γράφεται 

 rrr
r

r
rr

rr
b 









=

















== )()(
1

000   όπου 
rrr  

=
1

  

και η διανυσματική εξίσωση του ευθειοποιού επιπέδου ( ) 00 =− 


rR  γίνεται: 

  ( ) ( ) 0R r r r r −    =   ή  

  ( )   0)( =− rrrrR 
.                                                              (10) 

(Το λ θεωρείται συντελεστής του rrr   )(  και παραλείπεται).  

Η τελευταία σχέση εκφράζει το μικτό γινόμενο τριών διανυσμάτων των  

  rrrrR 
),(),( −   

που έχουν συντεταγμένες 

 000 )()()()( zzZyyYxxXrR


−+−+−=− , 

 000

000

)()()( zyxxyyxzzxxzyyz

zyx

zyx

zyx

rr
















 −+−+−== , 

 
000 zzyyxxr







 ++= . 

Επομένως η τελευταία σχέση (10) γίνεται 

 ( )   0)( =−−−

−−−

=−

zyx

yxxyxzzxzyyz

zZyYxX

rrrrR




                         (11) 

Η (11) είναι η εξίσωση του ευθειοποιού επιπέδου στο σημείο Ρ(x, y, z) της c.  

 Παρατήρηση: 
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Στη πράξη, για να βρούμε τις αναλυτικές εξισώσεις των τριών επιπέδων (καθέτου, 

εγγύτατου και ευθειοποιού) με καρτεσιανές συντεταγμένες, υπολογίζουμε πρώτα τα 

μοναδιαία διανύσματα 
0


, 
0


, 0b


 και κατόπιν χρησιμοποιούμε τις διανυσματικές ε-

ξισώσεις ( ) 00 =− 


rR , ( ) 00 =− brR


, ( ) 00 =− 


rR  για να βρούμε τις εξισώσεις 

των αντιστοίχων επιπέδων, όπως φαίνεται στο παράδειγμα 8 της παρ. 5.9. 

Παράδειγμα 

Έστω η καμπύλη  

 
000)( ztytxttr


 ++=  (1) 

όπου το τόξο s αυξάνεται με το t. H (1) παριστάνει έλικα γύρω από ένα κύλινδρο α-

κτίνας α και βήματος β με άξονα τον z (σχήμα 37). Να εκφραστούν η καμπυλότητα k 

και η στρέψη σ της καμπύλης συναρτήσει των παραμέτρων α και β της καμπύλης. 

Λύση 

Είναι ( )
ds

dt
zytxt

ds

dt

dt

rd

ds

rd
++−=== 0000





  και 

( ) 11

2

22222

00 =







++=

ds

dt
tt 


, 

 δηλαδή ( ) 1

2

22
=








+

ds

dt
  

 Άρα  
22

1

 +
=

ds

dt
 

(υποδηλώνοντας ότι υπάρχει και η αντίθετη φορά του 
0


, ανάλογα με τον προσανα-

τολισμό της καμπύλης). Επομένως 

 
22

000

0






+

++−
=

zytxt



. Επίσης είναι: 

 

22

00

2222

00

22

00000

0

1














+

−−
=

+


+

−−
=

=














+

++−
===

ytxtytxt

ds

dtzytxt

dt

d

ds

dt

dt

d

ds

d
k






 

Επομένως από τον ορισμό 0

0 
 


k
ds

d
=  προκύπτει (όπου 10 =


) 
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22

2

22

2

22

0













+
=









+

−
+









+

−
==

tt

ds

d
k



 οπότε (2) 

 ( )
0022

00

0 ytxtk
ytxt 








 +−=

+

−−
= . (3) 

Τώρα υπολογίζουμε το 0b


 από τον ορισμό του 000 


=b . Είναι 

 

22

000

222222

000

000

0




















+

+−
=

=

−−

+++

−
==

zytxt

tt

tt

zyx

b







. 

Είναι επίσης 

 0

00 




==
ds

dt

dt

bd

ds

bd
.  Άρα 

 

( ) 002222

00

2222

000

0

1

ytxt
ytxt

zytxt

dt

d





















+−
+

−
=

+

+
=

=
+














+

+−
=

  

Επομένως, λόγω της (3) προκύπτει:  

  
22 




+

−
= . 

Δηλαδή παρατηρούμε ότι τόσο η καμπυλότητα k όσο 

και η στρέψη   παραμένουν σταθερές σε οποιοδή-

ποτε σημείο της καμπύλης, είναι δηλαδή ανεξάρτητες 

του t, όπως φαίνεται και στο σχήμα 37. 

5.9  Υπολογισμός της καμπυλότητας k και της στρέψης 
σ 

α) Υπολογισμός της καμπυλότητας k  

Έστω η καμπύλη c που ορίζεται απ’ την εξίσωση )t(rr


= . Θα εκφράσουμε τη κα-

μπυλότητα k συναρτήσει της )t(rr


=  και των παραγώγων της ως προς t, σ’ ένα ση-

μείο της c το Ρ. 
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Έστω ότι το t είναι συνάρτηση του μήκους s δηλαδή )s(tt = . Είναι 

 
0




=
ds

rd
 και 0

0

2

2


 


k
ds

d

ds

rd
== .  (1) 

Επομένως 

 ( ) ( )
2

2

00000
ds

rd

ds

rd
kkbk




===   (2) 

Είναι όμως 

 

2

22

2

2

2

2

ds

td

dt

rd

ds

dt

dt

rd

ds

rd

,
ds

dt

dt

rd

ds

rd

+







=

=





 (3) 

Επομένως, το τελευταίο μέλος της (2) γράφεται 

3

2

2

2

22

2

2

2

2









=












+








=

ds

dt

dt

rd

dt

rd

ds

td

dt

rd

ds

dt

dt

rd

ds

dt

dt

rd

ds

rd

ds

rd


 (4) 

(εφόσον τα 
2

2

ds

td

dt

rd
,

ds

dt

dt

rd




 είναι συγγραμμικά, άρα το εξωτερικό τους γινόμενο θα 

είναι μηδέν). Επομένως 

  
0

3

2

2

bk
ds

dt

dt

rd

dt

rd 

=







  (5) 

Παίρνοντας τα μέτρα των διανυσμάτων της (5) έχουμε 

  

3 32 2

02 2
1

dr d r dt dr d r dt
kb ή k k

dt dt ds dt dt ds

 
  =   =  = 

 
                 (6)  

Είναι όμως (παράγρ. 5.6 τύπος (6)):  

  
dt

rd

dt

ds


=   οπότε  
dt

rd

ds

dt


1=   

(θεώρημα παραγώγων αντίστροφων συναρτήσεων). Επομένως η (6) γίνεται 

  
33

2

2

r

rr

dt

rd

dt

rd

dt

rd

k









=



=  (7) 

Με την τελευταία σχέση (7) εκφράσαμε τη καμπυλότητα k συναρτήσει της πα-

ραμέτρου t. Τώρα, αν αντικαταστήσουμε την τιμή του k που βρήκαμε πριν στη σχέση 
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(5),  μπορούμε να εκφράσουμε το διάνυσμα 0b


 συναρτήσει του t (όπως εκφράσαμε 

και το 
0


 συναρτήσει του t – τύπος (9) της παρ. 5.6.). Έτσι, η (5) γίνεται 

 
rr

rr

r

rr

ds

dt
rr

b














=













=

3

3

0                                                              (8) 

διότι 
dt

ds

ds

dt
1=  και r

dt

ds =  (τύπος (6) της 5.6.). 

Όπως προκύπτει από την (8) το 0b


 είναι ομόρροπο προς το διάνυσμα rr   . 

Αν η καμπύλη c δίνεται με τις παραμετρικές της εξισώσεις 

 )(),(),( tzztyytxx === , τότε 

 

222000

xz

xz

zy

zy

yx

yx
rr

zyx

zyx

zyx

rr



















 ++== και   

οπότε ο τύπος (7) γίνεται: 

  

( ) 2
3

222

222

zyx

xz

xz

zy

zy

yx

yx

k















++

++

=     (9) 

Αν η καμπύλη c δίνεται στο επίπεδο xOy τότε  

 z = 0 οπότε 0== zz   και ο τύπος (8) γίνεται 

  
( ) 2

3
22
yx

xyyx
k





+

−
=  (10) 

Τέλος, αν η καμπύλη c δίνεται στο επίπεδο με την εξίσωση )(xfy =  και θέσουμε:  

  x = t οπότε 0,1 == xx  , τότε ο (9) γίνεται 

  
( ) 2

3
2

1 y

y
k

+


=   όπου 

2

2

,
dx

yd
y

dx

dy
y ==  (11) 

β) Υπολογισμός της στρέψης σ 

Παραγωγίζοντας ως προς s τη σχέση 02

2






k
ds

rd
=  (τύπος (1) της 5.9. α) έχουμε: 
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00

2

0

0

03

3

bkkk
ds

d
kk

ds

rd 








 −−=+=  

όπου 00

0 bk
ds

d 





−−=  (τύποι των Serret – Frenet). Ώστε 

  000

2

3

3

02

2

0 ,, bkkk
ds

rd
k

ds

rd

ds

rd 








 −+−===  

δηλαδή τα διανύσματα 
3

3

2

2

,,
ds

rd

ds

rd

ds

rd


 εκφράζονται συναρτήσει των μοναδιαίων 

διανυσμάτων 000 ,, b


 , ως γραμμικοί συνδυασμοί αυτών. 

Ως γνωστό, αν ),,(),,,(),,,( 321321321 


 είναι 3 διανύσματα 

στο χώρο, τότε το μικτό γινόμενό τους ( ) 

  (αριθμός), δίδεται απ’ το τύπο: 

   ( )
321

321

321

,,







 ==


. Επομένως 

 



2

2

3

3

2

2

00

001

,, k

kkk

k
ds

rd

ds

rd

ds

rd
−=

−−

=












, οπότε 

 
2

3

3

2

2

,,

k

ds

rd

ds

rd

ds

rd









−=



  (12) 

Παραγωγίζουμε ως προς s τη σχέση  

 
2

22

2

2

2

2

ds

td

dt

rd

ds

dt

dt

rd

ds

rd
+








=



 (είναι ο τύπος (3) της 5.9. α): 

 

33 3 2 2 2 2 3

3 3 2 2 2 2 3
2

d r d r dt d r dt d t d r dt d t dr d t

ds dt ds dt ds ds dt ds ds dt ds

 
=  +   +   +  = 

 
 

33 2 2 3

3 2 2 3
3

d r dt d r dt d t dr d t

dt ds dt ds ds dt ds

 
=  +   +  

 
 (13) 

Είναι όμως: 
3

3

2

2

3

3

2

2

,,
ds

rd

ds

rd

ds

rd

ds

rd

ds

rd

ds

rd










=








, και  

   

3

2

2

2

2









=
ds

dt

dt

rd

dt

rd

ds

rd

ds

rd


 (τύπος (4) της 5.9.) 

Άρα η τελευταία και η (13) δίνουν το μικτό γινόμενο: 
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++







































=

=








3

3

2

2

2

23

3

33

2

2

3

3

2

2

3

,,

ds

td

dt

rd

ds

td

ds

dt

dt

rd

ds

dt

dt

rd

ds

dt

dt

rd

dt

rd

ds

rd

ds

rd

ds

rd





 

Επειδή όμως τα rr  και  είναι κάθετα στο rr   , θα είναι  

 ( ) ( ) 0,0 == rrrrrr   . 

Επομένως η τελευταία σχέση μετά τις πράξεις γίνεται 

  
633

3

3

2

2

,,,, 







=































=









ds

dt
rrr

ds

dt
r

ds

dt
rr

ds

rd

ds

rd

ds

rd 


 (14) 

Επίσης, αν η σχέση (7) υψωθεί στο τετράγωνο, προκύπτει : 

 

6
2

2








=

ds

dt
rrk   (15) 

οπότε η (12) λόγω των (3) και (4) γίνεται: (όπου 
dt

rd

ds

dt


1= , τύπος (6) της παρ. 5.6) 

 
 

2

,,

rr

rrr







−=  (16) 

Αν η καμπύλη c είναι επίπεδη, τότε η κατεύθυνση 0b


 είναι σταθερή (ως κάθετη στα 

00 ,


 δηλαδή στο επίπεδο της καμπύλης) οπότε 00 0

0




== ή
ds

bd
, άρα 0= .  

Δηλαδή για επίπεδη καμπύλη: = 0   0,, =rrr  . (17) 

Παραδείγματα 

1) Να υπολογιστεί με τη βοήθεια των τύπων που βρέθηκαν, η καμπυλότητα k 

και η στρέψη σ της καμπύλης 
000)( ztytxttr


 ++=   του προηγούμενου 

παραδείγματος. 

Λύση 

Θα χρησιμοποιήσουμε τους τύπους: 
3

r

rr
k



 
=     (1)  και 

 
2

,,

rr

rrr







−=     (2) 

που εκφράζουν την καμπυλότητα και στρέψη της καμπύλης συναρτήσει του t. Υπο-

λογίζουμε τις παραγώγους της συνάρτησης )t(r


 ως προς t. Είναι: 
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  0 0 0
r t x t y z  = − + +  

  0 0
r t x t y = − −  

 0 0
r t x t y = − . Επίσης, 

 ( ) ( ) 22222
 +=++−= ttr


 (3) 

0

2

00

000

0

zytxt

tt

tt

zyx

rr




 



 ++=

−−

−= . Άρα 

( ) ( ) ( ) 222222
 +=++= ttrr   (4) 

  ( ) 






22222

0

0,, =+=

−

−−

−

= tt

tt

tt

tt

rrr   (5) 

Επομένως η (1) λόγω των (3) και (4) γίνεται 

 

( ) 223
22

22









+
=

+

+
=k  

ενώ η (2) λόγω των (4) και (5) γίνεται 

 
22222

2

)( 








+
−=

+
−= . 

2) Να βρεθεί η εξίσωση του εγγύτατου επιπέδου στο σημείο 20 =t  και το 

μήκος του τόξου της προηγούμενης καμπύλης (έλικας) από t = 0 μέχρι 2=t . 

Λύση 

Η διανυσματική εξίσωση του εγγύτατου επιπέδου είναι: 

 ( ) 00 =− brR


 (1) 

όπου )Z,Y,X(R


 είναι το διάνυσμα θέσης τυχαίου σημείου του εγγύτατου επιπέδου 

και ( ))(),(),( 000 tztytxr


 το διάνυσμα θέσης του συγκεκριμένου σημείου 20 =t  

στο οποίο αντιστοιχεί το εγγύτατο επίπεδο, όπου  

  
000000 )(,)(,)( ttzttyttx  === . Επίσης 

  ( )
000 ,, tZtYtXrR  −−−=−


.  



 

165 

 

Ακόμα 

  
kds

dt

dt

rd

dt

rd

kds

rd

ds

rd
b

11
3

2

2

2

2

000 















===




 

οπότε η (1) γράφεται  

  ( ) ( ) 0=− rrrR 
 (2) 

(ο παράγοντας 
kds

dt 1
3









 είναι συντελεστής του ( )rr    και μπορεί να παραλειφθεί, 

εφόσον το εσωτερικό γινόμενο των ( ) ( )rrrR 
− και  είναι μηδέν). Επομένως, η εξί-

σωση (2) του εγγύτατου επιπέδου γράφεται αναλυτικά ως μικτό γινόμενο των 

rrrR 
,,− . Είναι 

 000 ztytxtr


 ++=  και 00
2 20

zyr
t

  +=
=

 

 000 zytxtr
  ++−=  και 00

20

zxr
t

 


+−=
=

 

 00 ytxtr
  −−=  και 0

20

yr
t

 


−=
=

.  

Επομένως 

  
( ) ( )

( )( ) 









=+=−+

=

−

−

−−−

=−
=

ZXZX

ZYX

rrrR
t

2202

0

00

0

20

0
2



 

 

 

Η τελευταία εξίσωση αποτελεί επίπεδο παράλληλο προς τον Oy το οποίο τέμνει το 

xOz κατά την ευθεία   =+ ZX 22 .  

Το μήκος της έλικας από t = 0 μέχρι 20 =t  είναι: 

 



 

+=+=+=

=++=++=

2

0

222

0

2222

2

0

2

0

22222222

2

 

 








dt

dtttdtzyxS 

 

3) Να βρεθεί η καμπυλότητα της καμπύλης 
0

3

0

3
)( ytxttr


 +=  στο ση-

μείο της που ορίζεται για 4=t . 

Λύση 
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Προφανώς (επειδή λείπει η κατηγμένη z) η καμπύλη c είναι επίπεδη. Έτσι, θα χρησι-

μοποιήσουμε τον τύπο (10) της 5.9. 

 
( ) 2

3
22
yx

xyyx
k





+

−
= .  

Είναι 

  tx
3= , ttx  2

3−= , tttx
32

36  −=   

  ty
3= , tty  2

3= , ttty
32

36  −= , και 

  
4

23

4
−=







 
x , 

4

23

4
=







 
x , 

4

23

4
=







 
y  και 

4

23

4
=







 
y . 

Επομένως, στο σημείο 4=t  είναι 

  
3

2

4

23

4

23

4

23

4

23

2
3

22

22

=




























+














−














−














−

=k . 

 4) Να βρεθεί η καμπυλότητα της έλλειψης c: 24
22
=+ yx , στο σημείο αυτής 

)1,2(P . 

 Λύση 

Εδώ, εφόσον πρόκειται για επίπεδη καμπύλη, θα εφαρμόσουμε τον τύπο (11) της 5.9.  

  
( ) 2

3
2

1 y

y
k

+


= . 

 Υπολογίζουμε λοιπόν τις παραγώγους της έλλειψης. 

 Έχουμε για την 1η παράγωγο: 

 
y

x
yyy

x
y

x

4
02

2
2

4

2
2

−==+=+ . Άρα 
2

1
)1,2(

−=
P

y . 

Αντίστοιχα για τη 2η παράγωγο: 

 
y

y
yyyyyyy

x

4

41
022

2

1
02

2

2+
−==++=+ . Άρα 

2

1
)1,2(

−=
P

y  

Επομένως, η ζητούμενη καμπυλότητα στο σημείο )1,2(P  αυτής είναι 
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55

4

2

1
1

2

1

2
3

2

=




















−+

−

=k . 

 5) Να βρεθεί σημείο ),( yxP  της έλλειψης 1
2222
=+  yx  με 0, yx  τέ-

τοιο ώστε η ακτίνα καμπυλότητας στο Ρ να είναι  == k1 . 

 Λύση 

Οι παραμετρικές εξισώσεις της έλλειψης με παράμετρο t είναι 

 tx = , ty =  όπου ]2,0[ t . Είναι 

 tytxtytx  −=−==−=  ,,,  και 

 









232222

22

2322222322
)()()(1 tt

tt

tt

yxyx

yx

k

+
=

+

+
=

−

+
==




. 

Άρα 

 























+
=

+
=

−

−
=

−=−=+

=+
+

=

tt

ttt

tt
tt

22

2

22222222

23232222
232222

)(

)(

)()(
)(

 

με δεκτή την 





+
=t  επειδή 0, yx , 






+
=−= tt

2
1   

επομένως υπάρχει μόνο το σημείο  

  ( )














++
==








 ,,),( PttPyxP . 

 6) Να δειχθεί ότι η καμπύλη c που ορίζεται απ’ τις εξισώσεις  

  222
1)(,522)(,231)( ttztttytttx −=+−=++=  

είναι επίπεδη και να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου της. 

 Λύση 

Ως γνωστό (τύπος (17) της παρ. 5.9.) για να είναι η c επίπεδη πρέπει  

  0= , ή   0,, =rrr  . Πράγματι: 
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   0

000

2104

210243

,, =−

−+−+

==

ttt

zyx

zyx

zyx

rrr







  

άρα η c είναι επίπεδη.  

 Για να υπολογίσουμε την εξίσωση του επιπέδου της, θα βρούμε τρία μη συνευ-

θειακά σημεία της, δίνοντας στο t τρεις αυθαίρετες τιμές. Έτσι; 

 Για 1−=t  είναι 090 === zyx  

  0=t  είναι 121 === zyx  

  1=t  είναι 056 === zyx  

δηλαδή έχουμε τα σημεία )0,9,0( , )1,2,1( , )0,5,6(  που ανήκουν στη c. 

 Η εξίσωση του επιπέδου της c είναι (βλ. εξίσωση επιπέδου της παρ. 2.9.1.) 

  02719320

1056

1121

1090

1

=−++= zyx

zyx

. 

 7) Να δειχθεί ότι η καμπύλη  

  
00

2

0 )2()22(
2

1
)( ztytxttr


 +++−=  

βρίσκεται πάνω στη σφαίρα 1)2()1(
222
=+−+− zyx  και να υπολογιστεί η καμπυ-

λότητα της c στο σημείο της 
0P  για την τιμή της παραμέτρου 2=t . 

 Λύση 

Οι παραμετρικές εξισώσεις της c είναι 

  tztytx  =+=−= ,2,2
2

1
1

2 ,  

απ’ τις οποίες προκύπτει 

  tztytx  ==−−=− ,2,2
2

1
1

2  και 

 

1)(4
4

1

)(2
2

1
1)2()1(

22222422

222

2

222

=++=++=

=++







−=+−+−

tttttttt

tttzyx
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για κάθε σημείο ),,( zyxP  της καμπύλης c. Επομένως, κάθε σημείο της βρίσκεται 

πάνω στη σφαίρα 1)2()1(
222
=+−+− zyx . 

Επίσης,  tztytx  −==−=  ,2,2 ,  

  tztytx  −===  ,22,22 .  Άρα 

 

,2)222()222(

2222

22

000

000

zyttttxtttt

ttt

ttt

zyx

rr







−+−+−=

=

−

−−=






  

 

.3544

2)222()222(

222

222

ttt

ttttttttrr





+=++=

=++++−= 

 

Ακόμα,  ( ) 232
3

222
3

)1(22 ttttr  +=++= .  Συνεπώς 

  
232

2

3
)1(

35

t

t

r

rr
k





+

+
=


=





. 

Στο σημείο 
0P  για 2=t  έχουμε  1

2

8

)11(

135
2323
==

+

+
=k  

 8) Δίνεται η καμπύλη 
000)( ztytxttr


++=  . Να βρεθούν: 

α) τα ,,, 000 b


  

β) οι εξισώσεις της εφαπτομένης, της 1ης και 2ης καθέτου σε τυχαίο της σημείο )(tP , 

γ) οι εξισώσεις των επιπέδων του συνοδεύοντος τριέδρου στο σημείο )2(1 P . 

 Λύση 

 α) Είναι 000 zytxtr
 ++−=    

Ως γνωστό (τύποι (8) και (9) της 5.6.)) είναι 

21

000

22

000

0

zytxt

tt

zytxt

r

r

ds

rd





 ++−
=

++

++−
===






 . 

Επίσης, (τύπος (8) της 5.9.) 
rr

rr
b








=0  και επειδή  

 000 0zytxtr
 +−−=  , 
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0000

22

00

000

)(

0

1

zytxtzttytxt

tt

tt

zyx

rr







+−=++−=

=

−−

−=






 

 και 21
22

=++= ttrr  , θα είναι 

 
2

000

0

zytxt

rr

rr
b





 +−
=




=


.  Τέλος, έχουμε 

 00

000

000

2122

2122 ytxt

tt

tt

zyx

b









 −−=

−

−==  

 β) Οι εξισώσεις της εφαπτομένης, της πρώτης και της δεύτερης καθέτου στο 

τυχαίο σημείο )(tP  της καμπύλης c είναι (τύποι (2) της παραγρ. 5.8.): 

  i) της εφαπτομένης 0


+= rR , δηλαδή της 

  
2

000

000

zytxt
ztytxtR


 ++−
+++=


  

  ii) της 2ης καθέτου 0


+= rR , δηλαδή της 

  )( 00000 ytxtztytxtR


 −−+++=  

  iii) της 3ης καθέτου 0brR


+= , δηλαδή της 

  
2

000

000

zytxt
ztytxtR


 +−
+++=


  

 γ) Η εξίσωση του εγγύτατου επιπέδου είναι (τύπος (5) της 5.8.) 

( ) 00 =− brR


, όπου ),,( ZYXR


 είναι το διάνυσμα θέσης του τυχαίου σημείου του 

εγγύτατου επιπέδου και )(trr


=  είναι το διάνυσμα θέσης του σημείου Ρ της c. 

  Είναι 000 )()()( ztZytYxtXrR


−+−+−=−   

και επομένως η εξίσωση του εγγύτατου επιπέδου είναι η 

  ( ) 01)())(()(0 =−+−−+−=− tZttYttXbrR 


. 

Για 2=t , η εξίσωση αυτή γίνεται 2=+ ZX . 

 Ανάλογα, η εξίσωση του καθέτου επιπέδου είναι (τύπος (6) της 5.8.) 

  ( ) 00 =− 


rR , η οποία για 2=t , γίνεται 2=+− ZX . 
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 Τέλος, η εξίσωση του ευθειοποιούντος  επιπέδου είναι (τύπος (7) της 5.8.) 

  ( ) 00 =− 


rR , η οποία για 2=t , γίνεται 1=Y . 

 9) Δίνεται η καμπύλη c:  
000 )()()( zeyttextetr

ttt 
++=  . Να δειχθεί ότι 

τα μοναδιαία διανύσματα ,0


 
0


, 0b


 του συνοδεύοντος τριέδρου της καμπύλης στο 

τυχαίο σημείο της, σχηματίζουν σταθερή γωνία με τον άξονα Oz. 

 Λύση 

Είναι 000 )()()( zeyttexttetr
ttt  +−++=  , 

 2 2
( ) ( ) ( ) 1 3

t t
r t e t t t t e   = + + − + = ,  

 0 0 0
( ) 2 2

t t t
r t e tx e ty e z = − +  , 

 

0 0 0

( ) ( )

2 2

t t t

t t t

x y z

r r e t t e t t e

e t e t e

   

 

 = + − =

−

 

 2 2 2

0 0 0
( ) ( ) 2 ,

t t t
e t t x e t t y e z   = + + − −  

 2 2 2 2
( ) ( ) 4 6

t t
r r e t t t t e    = + + − + = , 

επομένως, 

  0 0 0 0

( ) 1
( ) ( )

3( )

r t
t t x t t y z

r t
    = = + + − +  , 

  0 0 0 0

1
( ) ( ) 2

6

r r
b t t x t t y z

r r
   


= = + + − −


 , 

και 

0 0 0

0 0 0

0 0

2

6 6 6

1

3 3 3

1 1
( ) ( ) .

2 2

x y z

t t t t
b

t t t t

t t x t t y

   
 

   

   

+ −
=  = − =

+ +

= − − +

  

Άρα,  0 0

0 0 0 0

0 0

1 3 1 1
( , ) ( , )

1 1 3

z
z ό z ή

z


    



  
= = = = 


, 
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 0 0

0 0 0 0

0 0

2
( , ) ( , )

6

b z
b z ό b z ή

b z
  

 


= = − =  , 

και  
0 0 0 0

0 ( )z ό z ή   


 = =   = . 

 10) Δίνεται η καμπύλη c 
0

3

0

2

0)( ztytxttr


++= . Να βρεθούν i) τα ,0


 
0


, 0b


 

και ii) οι χωρίς παράμετρο εξισώσεις της εφαπτομένης, της πρώτης και δεύτερης κα-

θέτου στο σημείο της c που αντιστοιχεί στην τιμή 10 =t  της παραμέτρου t. 

 Λύση 

 i) Είναι 0

2

00 32)( ztytxtr
 ++=  και 00 62)( ztytr

 += . Άρα, στο σημείο της κα-

μπύλης c που αντιστοιχεί στην τιμή 10 =t  της παραμέτρου t είναι 

  000 32)( zyxtr
 ++=  και 00 62)( zytr

 +=  

Επομένως, στο σημείο αυτό έχουμε 

  
14

32

321

32 000

222

000

0

zyxzyx

r

r




 ++
=

++

++
== . Επίσης, 

000

000

266

620

321 zyx

zyx

rr




 +−== , 762)6(6
222
=+−+= rr  . Άρα 

  
19

33

76

266 000000

0

zyxzyx

rr

rr
b





 +−
=

+−
=




=  και  

  

)9811(
266

1

321

133
1419

1

14

32

19

33

000

000

000000

000

zyx

zyx

zyxzyx
b








+−−=−


=

=
++


+−

== 

 

 ii) Για 10 =t  είναι 
000)1( zyxr


++= , άρα η ζητούμενη εφαπτομένη της c περ-

νάει απ’ το σημείο (1, 1, 1) και είναι παράλληλη προς το διάνυσμα 000 32 zyxr
 ++=  

(που είναι συγγραμμικό με το 
0


). Έτσι, (τύπος (4) της παρ. 5.6.) η εφαπτομένη της c 

έχει εξισώσεις 

  
3

1

2

1

1

1 −
=

−
=

− zyx
 . 
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 Ανάλογα, οι εξισώσεις της 1ης και 2ης καθέτου είναι αντίστοιχα, οι: 

  
9

1

8

1

11

1 −
=

−

−
=

−

− zyx
 και 

1

1

3

1

3

1 −
=

−

−
=

− zyx
  

οι οποίες είναι παράλληλες προς τα διανύσματα  

  )9811( 000 zyx


+−−  και )33( 000 zyx


+−   

τα οποία είναι συγγραμμικά με τα 
0


 και 0b


 αντίστοιχα. 

Ασκήσεις 

1) Να υπολογιστούν: η εφαπτομένη, η 1η και 2η κάθετη, η καμπυλότητα και η 

στρέψη των παρακάτω καμπύλων: 

 2 32
1) , ,

3
x t y t z t= = =  

 
3 3

2
2) , ,

3 3

t t
x t y t z t= − = = +  

 2 3
3) , ,x t y t z t= = =  

 
2

2 1
4) , , 2

1 1

t t
x y z t

t t

+
= = = +

− −
  

 5) , , 2
t t

x e y e z t
−

= = =  

 6) , ,
t t t

x e t y e t z e = = =  

 7) , 1 , 4
2

tx t t y t z  = − = − =  

 8) ln( ), ln( ), 2x t y t z t = = =  

2) Να βρεθεί το εγγύτατο επίπεδο της καμπύλης: 

 
000 2)()()( ztyttxtttr


 ++++= . 

3) Να βρεθεί η καμπυλότητα και στρέψη των καμπύλων: 

 
.)62()34()1()()2

)3(3)3()()1

0

2

00

2

0

3

0

2

0

3

zttytxttr

zttytxtttr




−+−++=

+++−=
 

4) Να δειχτεί ότι το κάθετο επίπεδο σε τυχαίο σημείο της καμπύλης: 

 
00

2

0 222)( ztytxtttr


 ++=   

περνάει απ’ την αρχή των συντεταγμένων. 
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5) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης, της 1ης και 2ης κάθετης της 

 
000)( ztytxttr


 ++=  

στο σημείο 4=t .  

6) Να βρεθεί η εξίσωση του εγγύτατου και του ευθειοποιού επιπέδου της 

 
0

3

00

3
)134()1()1()( zttyttxttr


+−+++−=  

στο σημείο t = 1. (Απάντηση: Εγγύτατο επίπεδο: 54 18 12 60 0X Y Z− − + = , 

Ευθειοποιό επίπεδο: 126 522 216 612 0X Y Z− − + + =  ) 

7) Να βρεθούν τα  000 ,, b


  της καμπύλης 

 
00

3

0

3
2344)( ztytxttr


 ++= . 

8) Δίνεται η καμπύλη με διανυσματική εξίσωση (ως προς s):  

( ) ( ) ( )( )
0

2

0

1
2

0

2
1ln2

2

1
1

2

1
1

2

1
)( zssyssxsssr


++++++++=

−

. 

Να δειχτεί ότι:  1=
ds

rd


. 

9) Να βρεθεί η καμπυλότητα και η στρέψη της καμπύλης 32
6,3 zyzx == . 

(Υπόδειξη: Βάλτε όπου z = t) 

10) Βρείτε την ακτίνα καμπυλότητας των παρακάτω καμπύλων: 

 
2

4 4
1) ,

2) .
x

x t y t

y e

 

−

= =

=
 

(Απάντηση: 1) ( )
3

4 4 22 t t  + , 2) 1 2  ) 

11) Να δειχθεί ότι, για να έχει η καμπύλη ( )r r s=  σταθερή καμπυλότητα k, 

πρέπει και αρκεί να είναι 

 
2 3

0 2 3
, ,

d r d r
b c

ds ds

 
= 

 
. 

12) Αν k  και   είναι η καμπυλότητα και η στρέψη της καμπύλης ( )r r s= , να 

δειχθεί ότι 
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 5
, ,

d
r r r k

ds k

 
  = −   

 
. 

II. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΩΝ 

5.10  Καμπυλόγραμμες συντεταγμένες 
Θεωρούμε τις εξισώσεις 

 ),(),,(),,( vuzzvuyyvuxx ===  (1) 

όπου u, v είναι παράμετροι που παίρνουν τιμές σ’ ένα τόπο Τ  R2. Για v σταθερό (ή 

για u σταθερό) οι εξισώσεις (1) παριστάνουν μια καμπύλη c στο χώρο R3. Για κάθε v 

συγκεκριμένο και u μεταβαλλόμενο, υπάρχει μια τέτοια καμπύλη και αντίστροφα για 

κάθε u συγκεκριμένο και v μεταβαλλόμενο, υπάρχει επίσης μια καμπύλη. Κατ’ αυτόν 

τον τρόπο οι (1) ορίζουν ένα σύνολο καμπύλων στο χώρο, οι οποίες σχηματίζουν μια 

επιφάνεια S. Θεωρούμε εκείνες τις επιφάνειες που ορίζονται απ’ τις (1) για τις οποίες 

τα x, y, z δέχονται συνεχείς παραγώγους 1ης τάξης. 

Οι εξισώσεις (1) αποτελούν τις παραμετρικές εξισώσεις της επιφάνειας S και 

γράφονται σε διανυσματική μορφή: 

 
000 ),(),(),(),( zvuzyvuyxvuxvurr


++==  (2) 

όπου το άκρο του διανύσματος r


 παράγει την επιφάνεια S.  

Τα σημεία της επιφάνειας που αντιστοιχούν σε ένα σύνολο ζευγών u και v τα 

οποία πληρούν μια σχέση: 

 ( )v u=  (3) 

βρίσκονται σε μια καμπύλη της επιφάνειας της οποίας καμπύλης η διανυσματική εξί-

σωση είναι: 

 ( ), ( )r r u u=   (4) 

και προκύπτει απ’ τη (2) αν αντικατασταθεί το v με το ίσο του ( )u . Επομένως η (3) 

παριστάνει μια καμπύλη στην επιφάνεια S, όπως ακριβώς και η εξίσωση  ( )y x=  

παριστάνει μια καμπύλη στο επίπεδο xOy. 

Επίσης οι εξισώσεις  
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 )(),( tvvtuu ==  (5) 

όπου t παριστάνει νέα παράμετρο εκφράζουν μια καμπύλη c στην επιφάνεια S που η 

διανυσματική της εξίσωση είναι  

 ( ))(),( tvturr


=  (6) 

και προκύπτει απ’ τη (2) με αντικατάσταση των u και v με τα ίσα τους )(και)( tvtu . 

Η εξίσωση (6) είναι η παραμετρική εξίσωση της καμπύλης c πάνω στην επιφάνεια S. 

Παρατήρηση: 

Η εξίσωση ),( yxfz =  μπορεί να θεωρηθεί ως ειδική περίπτωση παραμετρικής 

εξίσωσης μιας επιφάνειας αν θεωρήσουμε τα x και y ως παραμέτρους, οπότε μπορού-

με να γράψουμε: 

 
000 ),(),( zyxfyyxxyxrr


++== . 

Έστω η επιφάνεια S με διανυσματική εξίσωση  ),( vurr


=  

 

όπου τα (u, v)  Τ  
2
R  (σχήμα 38 α). Παρατηρούμε ότι η εικόνα της συντεταγμένης 

γραμμής v = v0 του τόπου Τ θα είναι η καμπύλη ),( 0vurr


= πάνω στην επιφάνεια S 

κατά μήκος της οποίας (καμπύλης) το u είναι παράμετρος. Δηλαδή το διάνυσμα 

),( 0vurr


= γράφει πάνω στην επιφάνεια S μια καμπύλη που την ονομάζουμε u – κα-

μπύλη. Παρόμοια, η εικόνα της συντεταγμένης γραμμής u = u0 του Τ θα είναι η κα-

μπύλη ),( 0 vurr


=  πάνω στην S δηλαδή το διάνυσμα ),( 0 vurr


=  γράφει πάνω στην 

S  την v – καμπύλη αντίστοιχα. 
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Όταν οι παράμετροι u, v μεταβάλλονται συνεχώς στον τόπο Τ, τότε η επιφάνεια 

S καλύπτεται από ένα δίκτυο u - και v - καμπύλων που τις ονομάζουμε παραμετρικές 

γραμμές, έτσι ώστε από κάθε σημείο της επιφάνειας S να περνάει ένα ζευγάρι καμπύ-

λων u και v. Έτσι, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αυτές τις καμπύλες για να καθο-

ρίσουμε τη θέση κάθε σημείου της S. Γι’ αυτό το λόγο οι καμπύλες αυτές ονομάζο-

νται συντεταγμένες γραμμές ή καμπυλόγραμμες συντεταγμένες. Το σημείο 

),( 000 vuP  ορίζεται ως τομή των καμπύλων 
0uu =  και 

0vv =  ακριβώς όπως το ση-

μείο ),( 000 yxP  του επιπέδου xOy ορίζεται ως τομή των ευθειών 
0xx = και 

0yy =  

(σχήμα 38 β). 

5.11  Εφαπτόμενο επίπεδο επιφάνειας.  Θεμελιώδη πο-
σά 1ης τάξης 

Έστω η επιφάνεια S που ορίζεται απ’ τη εξίσωση 

 ),( vurr


=  

και σημείο P(u, v) αυτής, καθώς και η καμπύλη c πάνω στην επιφάνεια S που περνάει 

απ’ το σημείο Ρ και έχει εξίσωση )(uvv = . Η διανυσματική εξίσωση της καμπύλης c 

θα είναι ))(,( uvurr


= . 

Η εφαπτομένη της καμπύλης c στο 

σημείο Ρ θα είναι ως γνωστό (σχήμα 

39) παράλληλη προς το διάνυσμα  

du

dv

v

r

u

r

du

rd





+




=



       (1) 

Απ’ την (1) φαίνεται ότι το διάνυσμα 

du

rd


 αναλύθηκε σε δύο διανύσματα, 

τα  
du

dv

v

r

u

r











,  και είναι συνεπίπεδο 

μ’ αυτά, οποιαδήποτε κι αν είναι η εξίσωση της )(uvv = . Επομένως, αν πάρουμε ό-

λες τις καμπύλες της S που περνούν απ’ το Ρ, οι εφαπτόμενες αυτών στο Ρ θα βρί-

σκονται σε ένα επίπεδο που περνάει απ’ το Ρ και είναι παράλληλο προς τα διανύσμα-
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τα 
v

r

u

r










,  τα οποία αντιστοιχούν στις τιμές των καμπυλόγραμμων συντεταγμένων u 

και v του σημείου Ρ. Το επίπεδο αυτό είναι το εφαπτόμενο επίπεδο της S στο Ρ. Αν 

r


 είναι η διανυσματική ακτίνα του Ρ και R


 η διανυσματική ακτίνα τυχαίου σημείου 

του εφαπτόμενου επιπέδου της S, τότε η διανυσματική του εξίσωση θα είναι: 

 
v

r

u

r
rR




+




=−




   ή (2) 

 0,, =















−

Pv

r

u

r
rR




 (3) 

(διότι ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε τα διανύσματα 
v

r

u

r
rR








−




,, , να είναι συ-

νεπίπεδα, είναι, το μικτό γινόμενό τους να είναι μηδέν). 

Η (3) ισχύει βεβαίως αν 0












Pv

r

u

r
, οπότε το σημείο Ρ λέγεται ομαλό. Διαφορε-

τικά, αν 0


=









Pv

r

u

r
 το Ρ λέγεται ανώμαλο.  

Προφανώς το εφαπτόμενο επίπεδο στο σημείο Ρ που αποτελείται από τα διανύ-

σματα 
v

r

u

r










,  είναι κάθετο στο διάνυσμα  

 
v

r

u

r
l









=


 (ορισμός εξωτερικού γινομένου). 

Αν l είναι το μέτρο του l


 δηλαδή ll


= , τότε lll

=

2  ή  

 

2222

2

















−
























=

















=

v

r

u

r

v

r

u

r

v

r

u

r
l



 (4) 

Πράγματι. Για ,   τυχαία διανύσματα είναι 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22 2

,              

 
   =  =  = = 

 

. 

Επίσης 

 ( ) ( ) ( )
2 2 22 2              =  =  =  

Προσθέτουμε τις δύο τελευταίες σχέσεις κατά μέλη: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 222 2 2 2 2              +  = =   = −  . 
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Θέτουμε:  

2 2 2 2

2 2 2

u u u

r x y z
E x y z

u u u u

          
  = = + + = + +       

          
                       (5α) 

2 2 2 2

2 2 2

v v v

r x y z
G x y z

v v v v

          
  = = + + = + +       

          
                           (5β) 

u v u v u v

r r x x y y z z
F

u v u v u v u v

x x y y z z

                      
=  =  +  +                

                      

     = + +

  (5γ) 

οπότε η (4) γράφεται 22
FEGl −=  άρα 

2
FEGl −=  (6) 

Τα ποσά E, G, F λέγονται θεμελιώδη ποσά 1ης τάξης της S.  

Αν τώρα, η επιφάνεια S δίνεται από την εξίσωση ),( yxfz = , τότε απ’ την εξί-

σωση αυτή παίρνουμε τις παραμετρικές εξισώσεις της επιφάνειας S ως εξής: 

 ),(,, vufzvyux ===  οπότε 

 q
v

z

v

y

v

x
p

u

z

u

y

u

x
=




=




=




=




=




=




,1,0,,0,1  (7) 

οπότε τα θεμελιώδη ποσά 1ης τάξης γίνονται λόγω των (7) 

 pqFqGpE =+=+= ,1,1
22  (8) 

και το μέτρο του l γίνεται 

 2222222
1)1)(1( qpqpqpFEGl ++=−++=−=  (9) 

ενώ το ίδιο διάνυσμα l


 είναι το: 

000

000000

10

01 zyqxp

q

p

zyx

zyx

zyx

zyx

v

r

u

r
l

vvv

uuu






+−−==



=








=  (10) 

Επομένως, αν 0l


 είναι το μοναδιαίο διάνυσμα του l


, τότε 0

l
l

l
=  οπότε οι συντε-

ταγμένες του 0l


 θα είναι: 
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++++

−

++

−
=

222222
0

1

1
,

1
,

1 qpqp

q

qp

p
l


 (11) 

Βασική παρατήρηση: 

Αν η εξίσωση ),( yxfz = της επιφάνειας S γραφεί σε πεπλεγμένη μορφή ως 

 ( , , ) ( , ) 0w x y z z f x y= − = , 

τότε θα ισχύει προφανώς 

 , , 1
w f w f w

p q
x x y y z

    
= − = − = − = − =

    
, 

οπότε το διάνυσμα l


 γράφεται με βάση τον τύπο (10) και ως 

 
0 0 0

, ,
w w w w w w

l x y z w
x y z x y z

      
= + + =  =  
      

.                       (11α) 

Προφανώς τα διανύσματα 
v

r

u

r










και  έχουν τις κατευθύνσεις των εφαπτόμε-

νων των παραμετρικών γραμμών u και v αντίστοιχα, επομένως οι παραμετρικές 

γραμμές αποτελούν ένα ορθογώνιο δίκτυο στην επιφάνεια S αν και μόνο αν  

 0==








F

v

r

u

r


 (12) 

για όλα τα σημεία της επιφάνειας S, διότι τότε τα διανύσματα 
v

r
και










u

r
 θα είναι 

κάθετα μεταξύ τους. 

Με αφορμή το τύπο (12) μπορούμε να υπολογίσουμε τη γωνία δύο καμπύλων 

μιας επιφάνειας που περνούν από ένα ομαλό σημείο αυτής συναρτήσει των E, F, G. 

Πράγματι, θεωρούμε δύο καμπύλες της επιφάνειας που ορίζονται απ’ τις εξισώσεις: 

 )(),(:και)(),(: 222111 ==== vvuuctvvtuuc  

τέτοιες ώστε  )0()0( 21 uu =  και  )0()0( 21 vv = . Τα εφαπτόμενα διανύσματα στο ση-

μείο  0==t  ορίζονται ως  

 1 1

1 1t u v u v

du dvdr
r r r r r

dt dt dt
 = = + = +  
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 2 2

2 2u v u v

du dvdr
r r r r r

dt d d
  

 
= = + = +   όπου 

 1 1 2 2

1 1 2 2
, , ,

du dv du dv

dt dt d d
   

 
= = = =  

επομένως η γωνία των 
rrt


,  θα είναι (εσωτερικό γινόμενο) 

 t

t t

t

r r
r r r r

r r


 



 


 =   =  = 
22





rr

rr

t

t






  

ή αντικαθιστώντας τα 
tr


, r


 και λόγω των E, G, F: 

 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

( )

2 2

E F G

E F G E F G

       


       

+ + +
=

+ +  + +
 

επομένως, για να τέμνονται κάθετα οι δύο παραμετρικές γραμμές 
21 , cc  της επιφά-

νειας αρκεί το 0 = , δηλαδή: 

 0)( 21122121 =+++ GFE  (12 α) 

Στην περίπτωση που παίρνουμε τις συντεταγμένες γραμμές της επιφάνειας  

 
0 0

σταθ., σταθ.u u v v= = = = , 

τότε τα εφαπτομενικά διανύσματα στο σημείο τομής δύο συντεταγμένων γραμμών θα 

είναι 
vu rr


,  οπότε η γωνία τους θα είναι: 

 
2 2

u v u v

u v u v

r r r r F

r r EGr r


 
= = = . (12 β) 

Θεωρούμε τώρα την επιφάνεια S με εξίσωση 

 
000 ),(),(),(),( zvuzyvuyxvuxvurr


++== .  

Διαφορίζοντας την εξίσωση της επιφάνειας παίρνουμε 

 
000 zdzydyxdxrd


++=  (13) 

Τα διαφορικά των dx, dy, dz είναι (τα x, y, z, είναι συναρτήσεις των u, v) 

, ,
x x y y z z

dx du dv dy du dv dz du dv
u v u v u v

     
= + = + = +
     

. Άρα 
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dv
v

r
du

u

r
dvz

v

z
y

v

y
x
v

x
duz

u

z
y

u

y
x

u

x

zdv
v

z
du

u

z
ydv

v

y
du

u

y
xdv

v

x
du

u

x
rd
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=












+




+




+












+




+




=

=
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+












+




+












+




=






000000

000

  (14) 

Εξ’ άλλου είναι: 

 

22

2

2

2

2

2

2

GdvFdudvEdu

dv
v

r
dudv
v

r

u

r
du

u

r

dv
v

r
du

u

r
dv
v

r
du

u

r
rdrd

++=

=











+









+












=

=











+

















+




=






 (15) 

καθώς επίσης 

 
2222

000000

)()()()(

)()(

dsdzdydx

zdzydyxdxzdzydyxdxrdrd

=++=

=++++=


 (16) 

όπου ds είναι η απόσταση μεταξύ δύο σημείων της επιφάνειας S με διανύσματα θέσης 

rdrr


+και  αντίστοιχα. Οι εξισώσεις (15) και (16) δίνουν 

 222
2 GdvFdudvEduds ++=  (17) 

Η ομογενής παράσταση ως προς du, dv της (17) λέγεται 1η θεμελιώδης τετρα-

γωνική μορφή ή γραμμικό στοιχείο της επιφάνειας S και είναι πάντα θετική.  

Πράγματι, η διακρίνουσα του παραπάνω τριωνύμου είναι: 

( )( ) ( ) 04444
22222
−=−=−= vuvuvu rrrrrrEGF


 

(τύπος (4)), επειδή 0


 vu rr  εφόσον το θεωρούμενο σημείο της επιφάνειας έχει υ-

ποτεθεί ομαλό. Επομένως το τριώνυμο (17) ως προς du είναι πάντα ομόσημο του Ε 

δηλαδή θετικό, επειδή 0

2









=
du

rd
E



. 

Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε το μήκος του τόξου της καμπύλης 

 ( ) )()(),(),( trtvturvurr


===   

από το σημείο )( 00 tM  μέχρι το )(tM . Ο τύπος (17) δίνει: 



 

249 

 

  ++=

t

t

dtvGvuFuES
0

22
2  (18) 

Τέλος, αν συμβολίσουμε με ΔS το στοιχειώδες εμβαδόν που ορίζεται απ’ τις 

παραμετρικές γραμμές u, du και v, dv τότε το εμβαδόν αυτό που λέγεται εμβαδικό 

στοιχείο είναι: 

 dudvFEGS
2

−=   (19) 

Έτσι προκύπτει ότι, το εμβαδόν του χωρίου S πάνω στην επιφάνεια ),( vurr


=  είναι 

το διπλό ολοκλήρωμα 

  −=

T

dudvFEGS
2  (20) 

όπου Τ είναι ο τόπος που μεταβάλλονται τα u και v. 

Παραδείγματα – Εφαρμογές 

1) Να γραφεί η εξίσωση (3) του εφαπτόμενου επιπέδου 0,, =















−

v

r

u

r
rR




 σε 

αναλυτική μορφή. Να γραφεί επίσης με αναλυτική μορφή στη περίπτωση που η S εκ-

φράζεται με εξίσωση της μορφής:  

 i) ( , )z f x y=  και  ii) με πεπλεγμένη μορφή  ( , , ) 0f x y z = . 

Λύση 

Οι συντεταγμένες των διανυσμάτων του μικτού γινομένου είναι: 

 ( )zZyYxXrR −−−=− ,,


 

όπου X, Y, Z  είναι οι συντεταγμένες τυχαίου σημείου Μ του εφαπτόμενου επιπέδου 

και x, y, z οι συντεταγμένες του σημείου Ρ της επιφάνειας, 

 

( )

( )
vvv

uuu

zyx
v

z

v

y

v

x

v

r

zyx
u

z

u

y

u

x

u

r

=



















=





=



















=





,,,,

,,,,





 

Να σημειωθεί ότι τα vvvuuu zyxzyxzyx  ,,,,,,,,  είναι γενικά όλα συναρτήσεις των u 

και v και για το συγκεκριμένο σημείο ),( 00 vuP  έχουν συγκεκριμένες τιμές. 
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Έτσι, το μικτό γινόμενο εκφράζεται με μορφή ορίζουσας 

 0=





−−−

Pvvv

uuu

zyx

zyx

zZyYxX

. (1) 

i) Αν η επιφάνεια S εκφράζεται με μια εξίσωση της μορφής ),( yxfz = , τότε 

λόγω των (7) της παραγράφου 5.11 η παραπάνω ορίζουσα γράφεται: 

 0

10

01 =

−−−

P
q

p

zZyYxX

  ή 

 )()( yYqxXpzZ −+−=−  (2) 

ii) Τέλος, αν η S έχει εξίσωση 0),,( =zyxf  τότε  

z

f

y

f

y

z
q

z

f

x

f

x

z
p








−=




=








−=




= ,  (παρ. 2.7.2, τύπος 2) 

και η προηγούμενη ορίζουσα γίνεται μετά το ανάπτυγμά της 

 ( ) ( ) ( ) 0=−



+−




+−




zZ

z

f
yY

y

f
xX

x

f
 (3) 

2) Να βρεθεί η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου και της κάθετης ευθείας 

των επιφανειών: 

 i) )1,1(),( στο)(),( 0000

22

00 =−++== vuPzvuyvxuvurr


 

 ii) ( ) )5,4,2(),,( στο
4

1
),( 0000

22
−=+== zyxPyxyxfz  

Λύση 

i) Είναι 22
,, vuzvyux −===   

και στο σημείο 
0 0 0
( , ) (1,1)P u v = : 1, 1, 0x y z= = = .  

Επίσης  uzyx uuu 2,0,1 ===  και στο σημείο (1, 1):  2
u

z =  

   vzyx vvv 2,1,0 −===  και στο σημείο (1, 1): 2−=vz . 

Άρα η ορίζουσα (1) του προηγουμένου παραδείγματος γίνεται 
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 0

210

201

11

=

−

−− ZYX

 ή  022 =++− ZYX  (1) 

Η (1) δίνει την εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου της (i) στο σημείο Ρ0(1, 1). Το 

κάθετο διάνυσμα l


 στην επιφάνεια (i) στο σημείο Ρ0(1, 1) δίνεται απ’ τον τύπο (10) 

της προηγούμενης παραγράφου 

 000

000000

22

210

201 zyx

zyx

zyx

zyx

zyx

v

r

u

r
l

vvv

uuu






++−=

−

=



=








=  

Επομένως, η εξίσωση ευθείας που περνάει απ’ το σημείο Ρ(x, y, z) = (1, 1, 0) και εί-

ναι παράλληλη προς το διάνυσμα )1,2,2(−=l


, δηλαδή κάθετη στην επιφάνεια S εί-

ναι της μορφής: (παράγραφος 2.8. εξίσωση ευθείας) 

 
1

0

2

1

2

1 −
=

−
=

−

− ZYX
  ή  2Z =  Y – 1 = 1 – X. 

ii) Εδώ έχουμε  

 y
y

f
qx

x

f
p

2

1
,

2

1
=




==




=  και στο 2,1:)5,4,2( −==− qpP . 

Επομένως η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου της (ii) στο σημείο )5,4,2( −P  είναι 

(τύπος 2 του προηγούμενου παραδείγματος 1): 

 ( ) ( ) 052)4()2(215 =+++−−−−+−=− ZYXYXZ ή . 

Η δε εξίσωση ευθείας που περνάει απ’ το )5,4,2( −P  και είναι παράλληλη στο διά-

νυσμα 000000 2 zyxzyqxpl


++−=+−−=  άρα κάθετη στην επιφάνεια, είναι  

 
1

5

2

4

1

2 −
=

+
=

−

− ZYX
 ή  (Y + 4 = 2Z – 10)  και  (Y + 4 = 4 – 2X) 

που ορίζεται στο χώρο όπως είναι γνωστό, ως τομή δύο επιπέδων. 

3) Δίνεται η επιφάνεια που ορίζεται απ’ την εξίσωση 

0 0 0
( , )r r x y z    = = + +  (1) 
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όπου   σταθερό. Να βρεθούν τα θεμελιώδη ποσά 1ης τάξης και να δειχτεί ότι οι πα-

ραμετρικές γραμμές   και   αποτελούν ορθογώνιο δίκτυο γραμμών. 

Λύση 

Είναι     

0 0 0

r
x y z  




= + +


  

0 0

r
x y 




= − +


 

Άρα τα θεμελιώδη ποσά 1ης τάξης είναι 

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2r
E            



 
= = + + = 

 
 

2 2
0 0

r r
F       

 

   
=  = − + +  =   

    
 

2

2 2 2 2 2 2 2 2r
G           



 
= = + = 

 
 

Προφανώς, επειδή F = 0 οι παραμετρικές γραμμές   και   αποτελούν ορθογώ-

νιο δίκτυο γραμμών. Εύκολα διαπιστώνεται ότι η παραπάνω επιφάνεια (1)  αποτελεί 

την επιφάνεια σφαίρας, διότι, όπως προκύπτει απ’ τη διανυσματική εξίσωση της επι-

φάνειας, είναι  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,x y z          = = =  

και 2 2 2 2
x y z + + =  (επιφάνεια σφαίρας ακτίνας  ). 

Το εμβαδικό στοιχείο της επιφάνειας της σφαίρας είναι: 

2 4 2 2 2
0S EG F d d d d d d           = − = − = . 

4) Να βρεθεί η 1η θεμελιώδης τετραγωνική μορφή της επιφάνειας ενός κυκλι-

κού κυλίνδρου, καθώς και το εμβαδικό στοιχείο αυτής. 

Λύση 
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Έστω ),,( zyxM  οι συντεταγμένες ενός σημείου του 

κυκλικού κυλίνδρου. Η διανυσματική του εξίσωση 

θα είναι: 
000),( zzyyxxvurr


++==   

όπου ( , ) ,x x u v u= = ( , ) ,y y u v u= =  

 ( , )z z u v v= =  και   η σταθερή ακτίνα της κυκλι-

κής βάσης 2 2 2
x y + = , (σχήμα 40).  

Δηλαδή: 
0 0 0

r ux uy vz = + + .  

Είναι επίσης 

 
0 0 0

,
u v

r r
r ux uy r z

u v
 

 
= = − + = =
 

, 

 

2 2 2 2 2 2

2

0 0 0 1 0

1

u

u v

v

E r u u

F r r u u

G r

    

 

= = + =

=  = −  +  +  =

= =

 

Επομένως, τύπος (17) της 5.11, η πρώτη θεμελιώδης τετραγωνική μορφή είναι: 

 222222
2 dvduGdvFdudvEduds +=++= . 

Επειδή F = 0 για κάθε u, v το δίκτυο των παραμετρικών γραμμών είναι ορθογώνιο.  

Το εμβαδικό στοιχείο της επιφάνειας S είναι: 

 2 2 2
1 0S EG F dudv dudv dudv  = − =  − = . 

5) Υποθέτουμε ότι η επιφάνεια S είναι το επίπεδο xOy του συστήματος συντε-

ταγμένων Oxyz. Να βρεθεί η εξίσωση της επιφάνειας στο σύστημα πολικών συντε-

ταγμένων, το εμβαδικό στοιχείο της επιφάνειας και να δειχτεί ότι οι πολικές συντε-

ταγμένες αποτελούν ορθογώνιο δίκτυο συντεταγμένων. 

Λύση 

Στο επίπεδο xOy η σχέση (2) της παρ. 5.10 γράφεται:  

00 ),(),(),( yvuyxvuxvurr


+==  

όπου (u, v)  Τ  R2. Στο σύστημα πολικών συντεταγμένων στο επίπεδο, αν θέσουμε  

u v  = = , θα έχουμε: 
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  ==== ),(,),( yyxx  οπότε 

 
0 0

( , )r r x y   = = + , όπου 

 ( ) , 0 , 0 2T     =       (σχήμα 41 και 42). 

Είναι  

 

2

2 2
1,

r
E    



 
= = + = 

 
 

 

2

2 2 2 2 2
,

r
G       



 
= = + = 

 
 

 0
r r

F  
 

   
=  = − + =  

   
 

δηλαδή τα ρ και θ αποτελούν ορθογώνιο 

δίκτυο. Επίσης (σχήμα 43) 

2

2 2
1 0 .

S d EG F d d

d d d d

  

     

 = = − =

=  + =

 

6) Να βρεθεί: i) παράσταση της 

μορφής Φ(x, y, z) = 0 (αναλυτική εξίσω-

ση) για το ελλειψοειδές: 

000),( zvyvuxvuvurr


 ++== , και  
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ii) παράσταση της μορφής  ),( vurr


=  (διανυσματική εξίσωση) για την επιφά-

νεια σφαίρας  9
222
=++ zyx .  

Ποιες είναι οι παραμετρικές γραμμές σε κάθε περίπτωση; 

Λύση 

i) Η εξίσωση του ελλειψοειδούς μετασχηματίζεται ως εξής: 

 

vzvvuzz

vuyvuvuyy

vuxvuvuxx

222

2222

2222

),(

),(

),(







===

===

===

 

Απ’ τις τρεις τελευταίες εξισώσεις θα απαλείψουμε τα u και v για να προκύψει εξί-

σωση της μορφής Φ (x, y, z) (απαλείφουσα των εξισώσεων αυτών). 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις τρεις εξισώσεις προκύπτει 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
( ) 1

x y z u v u v v

v u u v

       

   

+ + = + + =

= + + =
 

Προφανώς  2u v   = = −  όπου θ και   είναι οι δύο από τις τρεις σφαιρικές 

συντεταγμένες  , , .     

ii) Στη δεύτερη περίπτωση χρησιμοποιούμε σφαιρικές συντεταγμένες   ,, . 

Είναι 

2 2 2 2
x x    =  =  

2 2 2 2
y y    =  =  

2 2 2
z z   =  =   

Αντικαθιστώντας τα 222
,, zyx  απ’ τις τρεις τελευταίες εξισώσεις στην εξίσωση της 

επιφάνειας 9
222
=++ zyx  έχουμε 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
9 ή 9           + + = =  άρα  ρ = 3 (ρ > 0). 

Επομένως η εξίσωση της επιφάνειας 9
222
=++ zyx  στη μορφή ),( vur


 είναι: 

000 333),( zvyvuxvuvurr


 ++==  

όπου ,u v = =  εκφράζουν τις σφαιρικές συντεταγμένες. 
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Ασκήσεις 

1) Δείξτε ότι όλα τα σημεία της επιφάνειας  
000 ),(),( zvufyvxuvur


++=  

είναι ομαλά. (η συνάρτηση ),( vuf  είναι παραγωγίσιμη ως προς u και v). 

2) Να βρεθεί το εφαπτόμενο επίπεδο της επιφάνειας 3 2
z x y = − +  στο σημείο 

( 1,1, )P −  καθώς και οι συντεταγμένες του καθέτου διανύσματος στο σημείο αυτό. 

3) Να προσδιοριστούν οι εξισώσεις των εφαπτόμενων επιπέδων των παρακάτω 

επιφανειών στα αντίστοιχα σημεία τους:  

 i) 222222
++ zyx  στο σημείο ),,( 111 zyxP  

 ii) 222
zyx =+  στο σημείο ),,( 111 zyxP  

 iii) 12
32
=+ zxy  στο σημείο )3,2,1(P  

 iv) 
0 0 0

( , )r r u v u vx u vy vz  = = + +  στο σημείο ),( 11 vuP  

 v) 
000 ),(),(),(),( zvuzyvuyxvuxvurr


++==  στο σημείο )2,2,2(P   

 όπου 3322
),(,),(,),( vuvuzvuvuyvuvux +=+=+= . 

4) Να βρεθεί η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου και της κάθετης ευθείας της 

επιφάνειας 
000 )()(),( zuvyvuxvuvurr


+−++==  στο σημείο (u = 1, v = 1). 

5) Να βρεθεί η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου και της κάθετης ευθείας των 

παρακάτω επιφανειών: 

 i)  z = xy  στο σημείο (2, 3, 6) 

 ii) 22
4 yxz −=  στο σημείο (3, 1, 2) 

 iii) zxzyyzx 823
222
−=+  στο σημείο (1, 2, -1). 

6) Να βρεθούν οι κανονικές εξισώσεις ( )0),,( = zyx  των επιφανειών που δί-

νονται με τις παραμετρικές τους εξισώσεις  
000),( zzyyxxvurr


++== : 

i)     ελλειπτικό παραβολοειδές: 2
, ,x u v y u v z u   = = = , 
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ii)     σαμπρέλα (torrus): 

( ) ,

( ) ,

x u v

y u v

z u

   

   



= +

= +

=

 

        με  Rvu   ,,0,20,20   

iii)   uzvuyvux
44444

,,  === , 

iv) uzvuyvux
43333

,,  === , 

v) 
2 2

2 2 2 2 2 2

1 2 2
, ,

1 1 1

u v u v
x y z

u v u v u v
  

+ −
= = =

+ + + + + +
. 

7) Να βρεθούν παραστάσεις της μορφής ),( vurr


=  για τις επιφάνειες: 

 i) κώνος: )(3
222
yxz += ,   ii) παραβολοειδές: 22

yxz +=  

8) Να υπολογιστεί το μήκος του τόξου της καμπύλης 

 
( ) 2

( ) , ( )
t

t e t t
   = = = =   

όπου 0 t    και β σταθερό, πάνω στο κώνο  

 
000),( zyxrr


 ++== . 

9) Δίνεται η επιφάνεια  

 
000

2
2)()( zuvyvuxvur


++++=   

και οι παραμετρικές γραμμές σ’ αυτή με εξισώσεις : 

 2 2

1 2
: , , : 1 , 1c u t v t c u v = = = − = +  

Να βρεθεί η γωνία αυτών στο σημείο τομής τους με τιμές   0, 1t = = − . 

10) Να βρεθεί η τομή της επιφάνειας 012
222

=++− zyx  και της ευθείας που 

περνάει απ’ τα σημεία )4,1,2(και )3,2,1( −− BA . 

 

 


