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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4 

Διπλά, τριπλά και γενικευμένα ολοκληρώ-

ματα 

Α.  ΔΙΠΛΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

4.1  Ορισμοί 

Θεωρούμε μια φραγμένη και συνεχή συνάρτηση z = f (x, y) σε μια κλειστή και φραγ-

μένη περιοχή R του επιπέδου xΟy. Διαιρούμε την περιοχή αυτή R σε ν υποπεριοχές 

τις R1, R2, …, Rν αντίστοιχων εμβαδών Δ1Α, Δ2Α, …, ΔνΑ. Σε κάθε υποπεριοχή Rk 

διαλέγουμε ένα σημείο Ρk(xk, yk) (σχήμα 5) και σχηματίζουμε το άθροισμα 

+++=
=





),(),(),(),( 222111

1

yxfyxfyxfyxf

k

kkk  . 

Το γινόμενο  iii yxf ),(  μας δίνει 

τον όγκο του πρίσματος που έχει βά-

ση την υποπεριοχή ΔiA και ύψος 

),( iii yxfz = . Το άθροισμα των ό-

γκων όλων αυτών των πρισμάτων 

διαφέρει τόσο λιγότερο από τον όγκο 

του στερεού V που περικλείεται από 

την επιφάνεια ε1 την περιοχή R και 

την κυλινδρική επιφάνεια, όσο το ν 

είναι μεγαλύτερο και τα R1, R2, …, Rν  

είναι μικρότερα. Όταν το ν → ∞ τότε 


=

→
=




1

),(lim

k

kkk Vyxf  

Το όριο αυτό V λέγεται διπλό ολοκλήρωμα της συνάρτησης  z = f (x, y)  στην 

περιοχή R και παριστάνεται με το σύμβολο 
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  =

R

Vdyxf A),(

Η κλειστή περιοχή R του επιπέδου xΟy είναι τέτοια ώστε οι παράλληλες προς τον 

άξονα των x ή των y να την κόβουν σε δύο το πολύ σημεία. Οι υποπεριοχές Rk έγιναν 

με τον χωρισμό του διαστήματος  α ≤ x ≤ β  σε μ υποδιαστήματα τα Δ1x, Δ2 x, …, Δμx 

και του διαστήματος  γ ≤ y ≤ δ  σε λ υποδιαστήματα τα Δ1y, Δ2y, …, Δλy. Επομένως, η 

υποπεριοχή Rk θα έχει εμβαδόν ΔkA = ΔkxΔky.  Όταν το εμβαδόν αυτό γίνει πάρα πο-

λύ μικρό (ν → ∞), τότε γράφεται ως  dA = dxdy . Επομένως το παραπάνω ολοκλήρω-

μα γράφεται  

  =

R

Vdxdyyxf ),( . 

4.2  Ιδιότητες διπλού ολοκληρώματος 

Οι ιδιότητες του διπλού ολοκληρώματος είναι περίπου ανάλογες με εκείνες του ορι-

σμένου ολοκληρώματος μιας μεταβλητής. Έτσι: 

1. Αν c είναι σταθερή και η συνάρτηση  z = f (x, y) είναι ολοκληρώσιμη στην 

κλειστή περιοχή R, τότε 

  =

R R

dxdyyxfcdxdyyxcf ),(),(  

2. Αν οι συναρτήσεις f (x, y) και g(x, y) είναι ολοκληρώσιμες στην κλειστή πε-

ριοχή R, τότε και η συνάρτηση  f (x, y) + g(x, y)  είναι ολοκληρώσιμη στην R και 

 ( )  +=+

R R R

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgyxf ),(),(),(),(  

Η ιδιότητα αυτή ισχύει επαγωγικά και για άθροισμα οποιουδήποτε πεπερασμένου 

πλήθους ολοκληρώσιμων συναρτήσεων. 

3. Αν οι συναρτήσεις f (x, y) και g(x, y) είναι ολοκληρώσιμες στην κλειστή πε-

ριοχή R και ισχύει ),(),( yxgyxf   για κάθε (x, y)  R , τότε 

  

RR

dxdyyxgdxdyyxf ),(),(  για κάθε (x, y)  R 
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4. Αν η συνάρτηση f (x, y) είναι ολοκληρώσιμη στην κλειστή περιοχή R και υ-

πάρχουν δύο αριθμοί m, M τέτοιοι ώστε  m ≤ f (x, y) ≤ M  για κάθε (x, y)  R, τότε, αν 

Α είναι το εμβαδόν της κλειστής περιοχής R θα έχουμε 

  

R

MAdxdyyxfmA ),(  

 Η ιδιότητα αυτή είναι ανάλογη με την ιδιότητα για το ορισμένο ολοκλήρωμα:  

«Αν m είναι η μικρότερη και Μ η μεγαλύτερη τιμή της συνάρτησης  y = f (x)  στο 

διάστημα  [α, β]  τότε,  

 ( ) ( ) ( )m f x dx M



   −   −  για κάθε  x  [α, β] »,  

απ’ την οποία προκύπτει το θεώρημα της μέσης τιμής: 

  
0

( ) ( ) ( )f x dx f x



 = −  όπου 0x  [α, β]. 

5. Αν η κλειστή περιοχή R χωριστεί σε δύο υποπεριοχές  R1, R2  οι οποίες δεν 

έχουν κοινά σημεία εκτός της γραμμής που τις διαχωρίζει και η  f (x, y)  είναι συνεχής 

στην περιοχή R, τότε 

  ==

21

),(),(),(

RRR

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf   

6. Αν f (x, y) = 1, τότε 
=

→
=




1

),(lim
k

kkkk Ayxyxf , όπου Α είναι το εμβαδόν 

της περιοχής R δηλαδή 

  =
R

Adxdy1  

και εκφράζει προφανώς τον όγκο κυλίνδρου βάσης Α και ύψους 1. ( f (x, y) = 1) 

7. Αν η κλειστή περιοχή R χωριστεί σε δύο υποπεριοχές R1, R2 που δεν έχουν 

κοινά σημεία εκτός της γραμμής που τις διαχωρίζει και η  f (x, y) είναι συνεχής στην 

R, και τέτοια ώστε  f (x, y) > 0 για κάθε (x, y)  R1 και  f (x, y) < 0 για κάθε (x, y)  R2 

τότε θα είναι 

  −=

R

VVdxdyyxf 21),(  
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όπου V1 είναι ο όγκος του στερεού που σχηματίζεται στην R1 και V2 είναι ο όγκος του 

στερεού που σχηματίζεται στην R2, πάνω και κάτω από το επίπεδο xOy. 

4.3  Υπολογισμός διπλού ολοκληρώματος 

Ο υπολογισμός του διπλού ολοκληρώματος δεν είναι εύκολος. Όπως θα δούμε παρα-

κάτω, ανάγεται στον υπολογισμό δύο διαδοχικών απλών ολοκληρωμάτων. 

Έστω συνάρτηση z = f (x, y) που ορίζε-

ται σε μια κλειστή περιοχή R με τη καμπύλη 

c1, τέτοια ώστε οι παράλληλες προς τον άξονα 

Ox ή Oy να τη κόβουν σε δύο το πολύ σημεί-

α. Έστω ακόμα Α το σημείο καμπύλης c1 που 

έχει την μικρότερη τετμημένη α και Β το ση-

μείο της c1  που έχει τη μεγαλύτερη τετμημένη 

β, καθώς και τυχαία τετμημένη  x1 τέτοια ώ-

στε  α < x1 < β (σχήμα 6). Η ευθεία  x = x1  τέ-

μνει την c1 στα σημεία Γ και Δ. Φέρνουμε τις 

ΓΓ1 και ΔΔ1 παράλληλες προς τον άξονα Οz 

που τέμνουν την καμπύλη c2 (οριοθέτηση της 

z =f (x, y)) στα σημεία Γ1 και Δ1 αντίστοιχα. 

Το επίπεδο ΓΔΔ1Γ1 τέμνει την επιφάνεια ε1 κατά μια καμπύλη Γ1Δ1 η οποία έχει εξι-

σώσεις  x = x1,  z = f (x1, y). Έστω y = σ(x) η εξίσωση της καμπύλης ΑΓΒ (κάτω μέ-

ρος c1) στο επίπεδο xOy και y = φ(x) η εξίσωση της καμπύλης ΑΔΒ (πάνω μέρος c1). 

Τότε θα είναι  x1Γ = σ(x1) και  x1Δ = φ(x1).  

Αν προβάλλουμε το χωρίο ΓΔΔ1Γ1 στο ε-

πίπεδο yOz θα πάρουμε ίσο χωρίο, γιατί το προ-

βαλλόμενο σχήμα είναι παράλληλο προς το επί-

πεδο προβολής (σχήμα 7). Το εμβαδόν του χω-

ρίου αυτού είναι  

 ΓΔΔ1Γ1 =
)φ(x

)x(σ
1

1

1

),( dyyxf . 

Δηλαδή το εμβαδόν της τομής του στερεού V από το επίπεδο ΓΔΔ1Γ1  είναι συνάρτη-

ση του x1 έστω η  Σ(x1). Επομένως ο όγκος V θα είναι ως γνωστό  
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( )

α α ( )
Σ( ) ( , )

x

x
V x dx f x y dy dx

  



 = =
     .  Άρα 

 V =
( )

α ( )
( , ) ( , )

x

x y x
R

f x y dxdy f x y dy dx
 

= =

 =
      (ολοκλήρωση τύπου Ι) 

Το ολοκλήρωμα μέσα στην αγκύλη, επειδή έχει ως όρια ολοκλήρωσης τις συναρτή-

σεις σ(x) και φ(x) δίνει τελικά μια συνάρτηση του x  η οποία ολοκληρώνεται τώρα με 

όρια από α μέχρι β. Δηλαδή η ολοκλήρωση έγινε πρώτα κατά τον άξονα των y και 

μετά κατά τον άξονα των x.  

Αν υποθέσουμε ότι η καμπύλη c1 τέμνεται 

από κάθε παράλληλη προς τον άξονα Ox σε δύο 

το πολύ σημεία και Γ είναι το σημείο της c1 που 

έχει την μικρότερη τεταγμένη γ, ενώ Δ το σημείο 

της c1 που έχει την μεγαλύτερη τεταγμένη δ 

(σχήμα 8), τότε η ολοκλήρωση μπορεί να γίνει 

επίσης, πρώτα κατά τον άξονα Ox και μετά κατά 

τον άξονα Oy. Πράγματι, αν  x = σ(y)  η εξίσωση 

του τόξου ΓΑΔ και x = φ(y)  η εξίσωση του ΓΒΔ, 

τότε προκύπτει εντελώς ανάλογα:  

  = = 



=

R
y

y

yx
dydxyxfdxdyyxf

δ

γ

)φ(

)(
),(),(


 (ολοκλήρωση τύπου ΙΙ) 

Σημείωση: 

Αν είναι ( , ) ( ) ( )f x y g x h y= , δηλαδή γινόμενο δύο συναρτήσεων χωριζομένων μετα-

βλητών, τότε οι τύποι Ι και ΙΙ ολοκλήρωσης γράφονται αντίστοιχα: 

( )

( )
( ) ( )

x

x y x
g x dx h y dy

 

 = =

   
         (I), 

( )

( )
( ) g( )

y

y x y
h y dy x dx

 

 = =

   
         (II). 

Όταν η περιοχή  R  τέμνεται από παράλληλες ως προς τους άξονες 

σε περισσότερα σημεία, τότε τη χωρίζουμε σε μικρότερες περιο-

χές R1,  R2,  R3 των οποίων οι περιβάλλουσες καμπύλες τέμνονται 

από παράλληλες προς τους άξονες σε δύο το πολύ σημεία (σχήμα 

9). Τότε  
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 ++=

321

),(),(),(),(
RRRR

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf  

4.4  Παραδείγματα – Εφαρμογές 

Από τον ορισμό του διπλού ολοκληρώματος φαίνεται ότι μπορούμε να υπολογίσουμε 

τον όγκο μιας κυλινδρικής επιφάνειας της οποίας η κάτω βάση αποτελεί την περιοχή 

που ορίζεται η συνάρτηση, ενώ η πάνω βάση αποτελεί την επιφάνεια  z = f (x, y).  

Ακόμα, εκμεταλλευόμενοι την ιδιότητα 6. της παρ. 4.2 μπορούμε να υπολογί-

σουμε το εμβαδόν Α μιας κλειστής περιοχής R από τη σχέση: 

    =

R

dxdy Α . 

Παραδείγματα 

1) Να βρεθεί το εμβαδόν που περικλείεται από την παραβολή  y = x2  και την 

ευθεία  y = 2x + 3. 

Λύση 

Η περιοχή R ορίζεται από τις ευθείες x = –1, x = 3  και 

από τις εξισώσεις των καμπύλων  y = x2  και  y = 2x + 3 

(η y = x2  ορίζεται ολόκληρη από το –1 μέχρι το 3, το 

ίδιο και η y = 2x + 3). Άρα (σχήμα 10) η ολοκλήρωση 

θα γίνει πρώτα κατά τον Oy και μετά κατά τον Ox 

 =







==   −

+

dxdydxdyA

R

x

x

3

1

32

2

 

( ) −
−

=







−+=−+=

3

1

3

1

3
22

3

32

3
332

x
xxdxxx τετρ. μον. 

2) Να βρεθεί η επιφάνεια που ορίζεται από τις παραβολές  

  xyxy 44και 4
22

−=−= . 

Λύση 

Κάνοντας τις γραφικές παραστάσεις των παραβολών παρατηρούμε ότι και οι δύο έ-

χουν άξονα συμμετρίας τον Ox και τέμνονται στα σημεία (0, 2) και (0, –2). Επομένως 
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(σχήμα 11) η περιοχή R ορίζεται από τις ευθείες y = 2 και y = –2 καθώς και από τις 

καμπύλες:  

 

xy −= 4
2 και xy 44

2
−= ή τις 2

4 yx −=  και 
4

1
2
y

x −= . Άρα θα ολοκληρώσουμε 

πρώτα κατά τον άξονα Ox και μετά κατά τον Oy. Αν λάβουμε υπόψη τη συμμετρία 

ως προς τον Ox  θα έχουμε: 

     =







==

−

−
R

y

y dydxdxdyA
2

0

4

4
1

2

22  

  ( )  =







−=

















−−−=

2

0

2

0

2
2

8
4

16
4

142 dy
y

dy
y

y  

3) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα ( ) +

R

dxdyyx
2

 όπου R είναι η περιοχή που 

περικλείεται από τις ευθείες  y = 0, x = 2 και την παραβολή  xy 8= . 

Λύση 

Ολοκληρώνοντας κατά τον Oy και μετά κατά τον Ox  θα έχουμε (σχήμα 12): 

( ) ( )   =











+=+

R

x

dxdyyxdxdyyx
2

0

8

0

22  

 =







+=

2

0

8

0

2
2

2
dx

y
yx

x

 

=






 +=







+=   dxxxdx
x

xx
2

0

2

0

2
5

2
422

2

8
8  
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κ.μ.
7

120
8

7

64
82

7

24
2

27
22 2

7

2

0

2
2

7

=+=+=













+= x

x
 

4) Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωμα ( ) +

R

dxdyyx , όπου η περιοχή ολο-

κλήρωσης ορίζεται από τις ευθείες  y = 0,  x + 2 y – 3 = 0 και τη παραβολή  y = x2.  

Λύση 

Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων της παραβολής  2
y x=  και της ευθείας  x + 2 y 

– 3 = 0, βρίσκουμε ότι τέμνονται στο σημείο (1, 1) άρα η περιοχή ολοκλήρωσης R 

ορίζεται από την παραβολή 2
y x= , την ευθεία  x + 2 y – 3 = 0 και τις ευθείες  y = 0, 

(δηλ. τον άξονα Ox), και  y = 1 (σχήμα 13).  

Θα το υπολογίσουμε με δύο τρόπους, χρησιμοποιώντας τους δύο τύπους ολο-

κλήρωσης Ι και ΙΙ κατά περίπτωση. 

1ος τρόπος (με ολοκλήρωση τύπου Ι) 

Με την ολοκλήρωση τύπου Ι, η περιοχή R θα πρέπει να χωριστεί σε δύο υποπεριοχές 

τις 
1R  και 

2R , έτσι ώστε η 

πρώτη 
1R  να ορίζεται απ’ τις 

ευθείες x = 0, x = 1, την παρα-

βολή y = x2  (πάνω καμπύλη) 

και την ευθεία y = 0 (κάτω κα-

μπύλη), ενώ η δεύτερη 
2R  από 

τις ευθείες x = 1, x = 3, την ευ-

θεία 2)3( xy −=  (πάνω) και 

την y = 0 (κάτω), εφόσον το πάνω μέρος της περιοχής R αποτελείται από δύο καμπύ-

λες, τις  y = x2  και 2)3( xy −= . Άρα θα έχουμε: 

=+++=+ 
21

)()()(
RRR

dxdyyxdxdyyxdxdyyx  

=




 ++







+=   = =

−

==

1

0

3

1

2)3(

00
)()(

2

x x

x

y

x

y
dxdyyxdxdyyx  
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=







++








+=

−

 dx
y

xydx
y

xy

xx 2)3(

0

3

1

2
1

0
0

2

22

2

 

=






 −
+

−
+








+=  dx

xx
xdx

x
x

3

1

2
1

0

4
3

8

)3(

2

3

2
 

20

47

4

1

4

9

10

1

4

1

24

)3(

64

3

104

3

1

332
1

0

54

=







−+








+=







 −
−−+








+=

xxxxx
 

2ος τρόπος (με ολοκλήρωση τύπου ΙΙ) 

Με την ολοκλήρωση τύπου ΙΙ, η περιοχή R ορίζεται τώρα από τις ευθείες  y = 0,  y = 

1, και τις καμπύλες yx =  (αριστερή καμπύλη) και yx 23−=  (δεξιά καμπύλη). (Οι 

δύο τελευταίες καμπύλες πρέπει να είναι λυμένες ως προς x όπως φαίνεται στην ολο-

κλήρωση τύπου ΙΙ). Άρα θα έχουμε: 

( ) ( )  =

−

=
=






 +=+
R

y

y

yx
dydxyxdxdyyx

1

0

23

 

( )
( )

3 2 22
1 1

0 0

3 2
3 2

2 2 2

y

y

yx y
yx dy y y y y dy

−
 − 

= + = + − − − =  
    

   

20

47
)

4

9
(

10

1

5

2

43

2

2

3

12

)23(
1

0

252323

=−−=







−−−+

−
−=

yyyyy
 

Σημείωση: 

Σκόπιμα υπολογίστηκε το ολοκλήρωμα αυτό με δύο τρόπους για να φανεί η διαφορά. 

Αξίζει επομένως να προσέχουμε τον τρόπο επιλογής ολοκλήρωσης (Ι ή ΙΙ) προς απο-

φυγήν επιπλέον υπολογισμών των ολοκληρωμάτων. 

5) Να βρεθεί με διπλό ολοκλήρωμα το εμβαδόν της έλλειψης  1
2

2

2

2

=+


y

a

x
. 

Λύση 

Το εμβαδόν δίνεται ως γνωστό απ’ τον τύπο =

R

dxdyA  όπου R είναι η κλειστή 

γραμμή που περιλαμβάνει η έλλειψη και που ορίζεται από τις ευθείες  x = α, x = – α  

και τις καμπύλες ΑΒΑ´ και ΑΒ´Α´ (σχήμα 14) με αντίστοιχες εξισώσεις  
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και 
22
xy −= 



 22
xy −−= 




.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λόγω συμμετρίας, στο μισό εμβαδόν από τον άξονα Ox μέχρι το Β, οι καμπύλες που 

περιέχονται στο διάστημα [–α, α] είναι  y = 0 και 22
xy −= 




.  Άρα θα είναι 

   − − −

−
−

−==













==

R

a

a

x
x

dxxdxydxdydxdyA



















 22

0
0

2
22

22
22

. 

Θέτουμε τώρα ( )π π, ,
2 2

x dx d θ  = = −    και βρίσκουμε τα νέα 

όρια μεταβολής. 

 Για : ή 1 ά
2

x


     = − − = = − = − . 

 Για. : ή 1 άρα
2

x


    = = = =  

Άρα το τελευταίο ολοκλήρωμα γίνεται: 

 
π

2

π
2

2
συν συν d

β
A α θ α θ θ

α −
=  =  

 

π
2

2 2

2 π
2

2 2
2 2

d παβ




 
    

−
−

 
= = + = 

 
  

6) Να υπολογιστεί ο όγκος του ελλειψοειδούς 1
2

2

2

2

2

2

=++


zyx
 με διπλό ολο-

κλήρωμα. 
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Λύση 

Σε τρισορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων 

(σχ. 15), φαίνεται το 1 8  του όγκου του ελλει-

ψοειδούς με περιοχή R το 1 4  της έλλειψης 

1
2

2

2

2

=+


yx
. Κατόπιν, από την εξίσωση του 

ελλειψοειδούς έχουμε: 
2

2

2

2

1



yx

z −−=  

(το πρόσημο (+) για το μέρος της επιφάνειας 

πάνω από το επίπεδο xOy και το (–) για το μέ-

ρος της επιφάνειας κάτω απ’ αυτό). Άρα:  

  
















−−==
−

R

x

dxdy
yx

zdxdyV








0

1

0
2

2

2

2
2

2

188 , 

όπου 
2

2

1



x

y −=  είναι η εξίσωση του τόξου ΑΒ της έλλειψης. Υπολογίζουμε τώ-

ρα το ολοκλήρωμα της αγκύλης. Είναι 

dyy
x

dyy
x

dy
yx

x

xx





−

−−

−













−=

=











−














−=−−

2

2

2

2

2

2

1

0

2

2

2
2

1

0

2

2

2
2

2

1

0
2

2

2

2

1
1

1
1

1



















 

Θέτουμε 
2

2

2
2

1 k
x

=







−


  οπότε τα όρια ολοκλήρωσης γίνονται από 0 μέχρι k και το 

ολοκλήρωμα παίρνει τη μορφή: 

 −

k

dyyk
0

221


. 

Κάνουμε νέα αντικατάσταση ,  οπότεy k t dy k tdt = = .  

Άρα τα νέα όρια ολοκλήρωσης που θα προκύψουν είναι: 

Για 0: 0 ή 0 άρα 0y k t t t = = = = . 

Για : ή 1 άρα
2

y k k k t t t  = = = = .  
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Άρα έχουμε 

2
2 22 2 2

0 0 0

2 2 22

2

0

1 1

1 .
2 2 4 4

k k
k y dy k t k tdt tdt

k t t t k x

 



  
  

   

  

− =  = =

  
= + = = −  

   

  
 

Επομένως το αρχικό ολοκλήρωμα γίνεται: 

2 3

2 20
0

4
8 1 2 2

4 3 3 3

x x
V dx x


 

    
 

     
=  − = − = − =    

    
 . 

Παρατήρηση: 

Αν τα μήκη α, β, γ γίνουν ίσα μεταξύ τους, τότε προφανώς το ελλειψοειδές μετασχη-

ματίζεται σε σφαίρα της οποίας ο όγκος είναι 3
.

3

4
 =V . 

7) Να βρεθεί ο όγκος στε-

ρεού που ορίζεται από τον κύλιν-

δρο 4
22
=+ yx  και τα επίπεδα  z 

= 0 (δηλαδή το επίπεδο xOy) και  

y + z = 4. 

Λύση 

Όπως είναι γνωστό, η εξίσωση 

4
22
=+ yx  στο χώρο παριστάνει 

κύλινδρο με βάση τον κύκλο 

4
22
=+ yx  και κεντρικό άξονα 

τον Oz, ενώ η εξίσωση  y + z = 4 

παριστάνει επίπεδο παράλληλο 

προς τον άξονα  Ox, το οποίο τέμνει τους άξονες Oy και Oz στα σημεία 4 και 4 αντί-

στοιχα (σχήμα 16).  

Ως περιοχή ολοκλήρωσης, λόγω συμμετρίας παίρνουμε αυτή που ορίζεται από 

τις ευθείες: x = – 2, x = 2, τον άξονα Οy (x = 0), καθώς και την ημιπεριφέρεια στο 

σκιασμένο μέρος που έχει εξίσωση 
2

4 yx −= . Επομένως, ο όγκος V του στερεού 

προκύπτει ότι είναι:  
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   − −

−

=−−=











−==

R

y

dyyydydxyzdxdyV
2

2

2

2

2
4

0

4)4(2)4(2

2

 

 =  − −

−−−
2

2

2

2

22
4248 dyyydyy .  

Υπολογίζουμε πρώτα το πρώτο ολοκλήρωμα − −
2

2

2
48 dyy . 

Θέτουμε  2y t=  , οπότε  2dy tdt= .  

Υπολογίζουμε την αλλαγή ορίων. 

 Για  y = 2:  2  2  t=  άρα  t = π/2,  

 για  y = –2:  –2  2  t=  άρα  t = –π/2.  Άρα 

 

.16
2

συνημ

2
32συν32

συν2συν2848

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2















=







+=

==−

−
−

− −



 

ttt
tdt

tdttdyy

 

Υπολογίζουμε τώρα το δεύτερο ολοκλήρωμα: − −−
2

2

2
42 dyyy . Είναι 

 −−
=−−=−−

2

2

22
2

2

2
)4(442 ydydyyy  

= 0

2
3

)4(
)4()4(

2

2

2
3

2
2

2

22
1

2
=














−

=−−

−

−
y

ydy . 

Άρα  V = 16π + 0 = 16π. 

Ασκήσεις 

1) Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

 α) ( ) = =





 +

2

1

3

y

y

yx
dydxyx  (Απάντηση: 14),  

 β) 







dd = =







0 0
ρρημ  (Απάντηση: 

3

1
), 

 γ)  = =







1

0 0

2

x

x

y

y
dxdyxe  (Απάντηση: 1

2
−
e

), 

 δ) dxdyxy
x

x

xy = =





1

0

2

2
 (Απάντηση: 

40

1
). 
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2) Να υπολογιστούν τα παρακάτω διπλά ολοκληρώματα στους τόπους που α-

ναφέρεται το καθένα: 

α)  ===+
D

xyxyDdxdyyx 3,0,4:όπου)(
2  (Απ: 9

5

336
+ ), 

β)  =++
D

yxDdxdyyx 1:όπου)(
2242  (Απάντηση: 

8

3
), 

γ) 3,3,1,1:όπου
2

22

=−==−=
+

 yyxxDdxdy
yx

D

 (Απ: 20 ), 

δ) 
D

xydxdy6  όπου D : y = 0, xy =  και 2−= xy  (Απ: 36 ), 

3) Να υπολογιστεί το εμβαδόν της περιοχής που περιλαμβάνεται μεταξύ των 

παρακάτω καμπύλων: 

 α) 2και
2

+== xyxy  (Απάντηση: 
2

9
), 

 β) xyxy 99και9
22

−=−=  (Απάντηση: 32), 

 γ) xyxxy =−= και3
2  (Απάντηση: 

3

4
), 

 δ) 22
2και42 xxyxxy −=−=  (Απάντηση: 4 ), 

 ε) xyyx 92και43
22
==  (Απάντηση: 2 ), 

 στ) 4002516και16
2222
=+=+ yxyx  (Απάντηση: 4π ). 

4) Να βρεθεί ο όγκος του στερεού το οποίο περικλείεται από τα συντεταγμένα 

επίπεδα ( 0,0,0 === xyz ) και το επίπεδο 6523 =++ zyx . (Απ.: 56=V ) 

5) Να βρεθεί ο όγκος του στερεού το οποίο περικλείεται από τα συντεταγμένα 

επίπεδα 0,0 == yz  και τα επίπεδα 63 =+ yx , 1223 =+ yx  και 6=++ zyx . 

(Απάντηση: 12=V ) 

4.5  Υπολογισμός διπλού ολοκληρώματος σε πολικές 
συντεταγμένες 

Θα ζητήσουμε να εκφράσουμε το διπλό ολοκλήρωμα 
R

dxdyyxf ),(  σε πολικές συ-

ντεταγμένες.  
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Αν χρησιμοποιήσουμε τους τύπους   και   x y = =  η συνάρτηση  

 ( , ) γίνεται ( , ) ( ,  ).z f x y f x y f  = =  

Για να υπολογίσουμε το dxdy εργαζόμαστε ως εξής:  

Υποθέτουμε πρώτα – πρώτα ότι η περιοχή R ορίζεται από τις πολικές ακτίνες θ = α 

και θ = β, καθώς και τις καμπύλες  ρ1 = ρ1(θ) και ρ2 = ρ2(θ). 

Διαιρούμε τώρα την περιοχή αυτή 

αφ’ ενός με ομόκεντρους κύκλους 

που έχουν κέντρο την αρχή Ο, αφ’ 

ετέρου με ευθείες που περνούν 

απ’ το Ο. Έστω ΑΒΓΔ μια τέτοια 

υποπεριοχή (σχήμα 17). Όπως 

φαίνεται απ’ το σχήμα, αυτή είναι 

διαφορά δύο κυκλικών τομέων. 

Αν συμβολίσουμε με Δε το εμβα-

δόν της θα είναι  

 Δε = εμβ.κυκλ.τομ.(ΟΒΓ) – εμβ.κυκλ.τομ.(ΟΑΔ). 

Όπως ξέρουμε το εμβαδόν κυκλικού τομέα γωνίας ω που εκφράζεται σε ακτίνια είναι 

 
2

..
2

1
RE =  (R ακτίνα). Άρα 

 Δε =  −
22

)(
2

1
)(

2

1
OAOB . 

Αν υποθέσουμε ότι η ακτίνα του κυκλικού τομέα ΟΑΔ είναι ρ και του ΟΒΓ είναι ρ + 

Δρ, τότε οι συντεταγμένες των κορυφών του καμπυλόγραμμου τετράπλευρου ΑΒΓΔ 

θα είναι:  

Α(ρ, θ),  Β(ρ + Δρ, θ),  Γ(ρ + Δρ, θ + Δθ),  Δ(ρ, θ + Δθ).  

Άρα η τελευταία σχέση γράφεται 

Δε = 2 2 21 1 1
( Δ ) Δ Δ ( )

2 2 2
         +  −  =   +    . 
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Η ποσότητα 21
( )

2
     είναι απειροστό 3ης τάξης και μπορεί να παραληφθεί όταν 

οι ποσότητες Δρ, Δθ τείνουν στο μηδέν, ενώ το γινόμενο Δ Δ     αν και είναι α-

πειροστό 2ης τάξης, εν τούτοις δεν μπορεί να παραληφθεί γιατί είναι της ίδιας τάξης 

με το απειροστό Δε που θέλουμε να υπολογίσουμε (το οποίο εκφράζει επιφάνεια γι’ 

αυτό και θεωρείται κι’ αυτό 2ης τάξης). Έτσι 

Δε ≈ dε = dxdy = ρdρdθ. Επομένως το ολοκλήρωμα γράφεται  

 
2

1

( )

( )
( , ) ( , )

R

f x y dxdy f θ d d
  

  
    =

      (τύπος ολοκλήρωσης Ι) (1) 

Αν είναι  f (ρ, θ) = 1 δηλαδή  f (x, y) = 1, τότε το διπλό ολοκλήρωμα δίνει το εμβαδόν 

της περιοχής R όπως έχουμε δει, που θα είναι 

 
2

1

( )

( )
R

dxdy d d
  

  
   =

     .                                                             (2) 

Παρατήρηση 

Και στις πολικές συντεταγμένες υπάρχουν 

δύο τύποι ολοκλήρωσης (όπως οι τύποι Ι 

και ΙΙ στις καρτεσιανές). Ο τύπος Ι είναι 

αυτός που αναφέρθηκε πριν και όπως φαί-

νεται, η ολοκλήρωση γίνεται πρώτα ως 

προς ρ και μετά ως προς θ.  

Στον τύπο ΙΙ η περιοχή R ορίζεται 

από τους κύκλους (βλέπε διπλανό σχήμα) 

1 2 1 2
, ( )     = =   

και τις καμπύλες με εξισώσεις (λυμένες ως προς θ) 

1 2 1 2
( ), ( ) [ , ]        = =     

και η ολοκλήρωση γίνεται πρώτα ως προς θ και μετά ως προς ρ. Έτσι είναι 

2 2

1 1

ρ (ρ)

ρ (ρ)
( , ) ( , )

R

f x y dxdy f d d



     =

     (τύπος ολοκλήρωσης ΙΙ)  (3) 
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Παραδείγματα 

1) Να βρεθεί ο όγκος της σφαίρας 1
222
=++ zyx  με διπλό ολοκλήρωμα και 

με τη βοήθεια των πολικών συντεταγμένων. 

Λύση 

Η σφαίρα 1
222
=++ zyx  έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ίση με 1. Αν 

προβληθεί πάνω στο επίπεδο xOy, τότε η προβολή της που θα είναι και η περιοχή ο-

λοκλήρωσης R είναι ο κύκλος 1
22
=+ yx  με το εσωτερικό του. 

Λύνοντας τη σχέση 1
222
=++ zyx  ως προς  z  έχουμε  

22
1 yxz −−= .  

(Το πρόσημο + εκφράζει την επιφάνεια της σφαίρας που βρίσκεται πάνω από το xOy 

και το – εκφράζει την επιφάνεια της σφαίρας που βρίσκεται κάτω από το xOy). Λόγω 

συμμετρίας ο όγκος της σφαίρας θα είναι 

  −−==

R R

dxdyyxzdxdyV
22

122  

 Επειδή ,x y = =  η εξίσωση x 2 + y 2 = 1 μετατρέπεται στην 

 ( )2 2 2
  1  ή   1 0 .( )      + = =     

Επομένως το ρ μεταβάλλεται από 0 μέχρι 1, ενώ η γωνία θ μεταβάλλεται από 0 μέχρι 

2π ακτίνια. Άρα  

  10,20/),( = R  και 

2 1
2 2 2

0 0
2 1 2 1

R

V x y dxdy d d


    = − − = −
     . 

Υπολογίζουμε πρώτα το ολοκλήρωμα 
1

2

0
1 d  − . Είναι 

 
1 1

2 2 2

0 0

1
1 1 (1 )

2
d d    − = − − − =   

1
3

2 21 1
2 22

0

0

1 1 (1 ) 1
(1 ) (1 )

32 2 3
2

d


 
 

−
 = − − − = − =
 
 

  

Επομένως  V =  
2 2

00

1 2 4
2 κυβ. μ.

3 3 3
d

  
 = =  
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2) Να βρεθεί το εμβαδόν της περιοχής που βρίσκεται έξω από τον κύκλο  ρ = 2  

και μέσα στην καρδιοειδή  ρ = 2(1 + συνθ)  (ή xyxyx ++=+
2222

(2 ). 

Λύση 

 

Απ’ τις γραφικές παραστάσεις των καμπύλων βλέπουμε ότι ο κύκλος ρ = 2 και η καρ-

διοειδής ρ = 2(1 + συνθ) τέμνονται πάνω στον άξονα Oy στα σημεία –2 και 2, η δε 

περιοχή R ολοκλήρωσης είναι συμμετρική ως προς τον άξονα Ox (σχήμα 18). Έτσι, 

το εμβαδόν που ζητάμε θα είναι διπλάσιο της σκιασμένης περιοχής.  

Τα όρια μεταβολής της γωνίας θ είναι από 0 μέχρι 2 , ενώ οι καμπύλες είναι 

ρ = 2 (κύκλος) και ρ = 2(1 + συνθ) (καρδιοειδής). Επομένως, εφαρμόζοντας τον τύπο 

(1) της παραγράφου 4.5 έχουμε: 

2(1 )
2

2(1 )
2 2

0 2 0
2

2 2
2

A d d d


  

   

+
+   = =      

    

 ( )2 2

0
2 2(1 ) 2 d



 = + − =  

( )

.800
42

ημ24

2

συνημ

2
ημ24συνσυν24

2

0

2

0

2










+=







−++=

=







++=+=  d
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3) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  +
D

dxdyyx )(
22 , όπου D είναι το τμήμα 

κυκλικού δακτυλίου που ορίζεται από τους κύκλους 1
22
=+ yx , 4

22
=+ yx  και τις 

ευθείες  xy =  και xy −= . 

Λύση 

Κάνοντας χρήση των πολικών συντεταγ-

μένων  == yx , , οι εξισώ-

σεις που ορίζουν τον τόπο D μετατρέπο-

νται στις  

2 2
1, 4, ή 1, 2,   = = = =  

,   = = − ,  

ή 1, 1 = = − , δηλαδή 

1 2 1
1, 2, 4   = = =  και 

2
3 4 =  αντίστοιχα,  

όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Δηλαδή ο νέος τόπος είναι: 

 434,21/),(
2  = RD . Έτσι, 

 +
D

dxdyyx )(
22 = =





=  







dddd

D

43

4

2

1

22
)()(  

  

3 4 2 3 4 2
2 2 2

14 1 4

3 4

4

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

1
(4) (1) ( 1,193946) 0,937723.

2 4

d d d
 

 





      


  

   = = − =   

= − − = − − =

  
 

4.6  Αλλαγή μεταβλητών στο διπλό ολοκλήρωμα  

Κατά τον υπολογισμό ενός διπλού ολοκληρώματος σ’ ένα τόπο D είναι συχνά σκόπι-

μο να χρησιμοποιούμε άλλες συντεταγμένες διαφορετικές από τις καρτεσιανές συντε-

ταγμένες, π.χ. πολικές συντεταγμένες ή άλλες καμπυλόγραμμες συντεταγμένες (βλέπε 

παράγραφο 5.10.). 

Η αλλαγή αυτή κρίνεται σκόπιμη, όχι μόνο για να διευκολυνθούμε στην επίλυ-

ση ενός ολοκληρώματος, αλλά γενικά για να απλουστεύσουμε τη μελέτη μιας συνάρ-

τησης, και λέγεται μετασχηματισμός. Ο  μετασχηματισμός αυτός απ’ τις παλιές συ-
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ντεταγμένες x και y στις νέες u και v γίνεται με βάση κάποιες σχέσεις που συνδέουν 

τα x και y με τα u και v. 

Απλά παραδείγματα μετασχηματισμών είναι: 

• Παράλληλη μεταφορά: +=+= vyaux ,  (όπου α, β οι συντεταγμέ-

νες του κέντρου Ο´ του νέου συστήματος συντεταγμένων uO´v) 

• Στροφή κατά γωνία θ:  συνημ,ημσυν vuyvux +=−=   

• Γραμμικός μετασχηματισμός: vuyvaux  +=+= , , ( 0−  ) 

• Πολικές συντεταγμένες: vuyvux ημ,συν ==   κ.τ.λ. 

Θεωρούμε τώρα το ολοκλήρωμα 
D

dxdyyxf ),(  όπου οι x και y ορίζονται στον 

τόπο D 
2
R  και η συνάρτηση f (x, y) είναι συνεχής παντού στο τόπο D. Έστω ακόμα  

 ),(),,( vuhyvugx ==  (1) 

οι σχέσεις που συνδέουν τις παλιές συντεταγμένες x και y με τις νέες συντεταγμένες u 

και v, όπου οι u και v ορίζονται στον τόπο D´ 
2
R   και οι σχέσεις (1) έχουν συνεχείς 

μερικές παραγώγους πρώτης τάξης για κάθε (u, v)   D´. Οι τόποι D και D´ θεωρού-

νται κλειστοί και περατωμένοι. Με τις σχέσεις (1) επιτυγχάνεται μια αμφιμονοσήμα-

ντη απεικόνιση του τόπου D του επιπέδου xOy στον τόπο D´ του επιπέδου uOv. Υπο-

θέτουμε ότι η Ιακωβιανή 

 0
),(

),(
=

vuD

yxD
J . Τότε αποδεικνύεται ότι 

  


=

D D

dudv
vuD

yxD
vuFdxdyyxf

),(

),(
),(),(  (2) 

όπου ( )),(),,(),( vuhvugfvuF = . Ο τύπος (2) αποτελεί την γενική περίπτωση αλλα-

γής μεταβλητών στο διπλό ολοκλήρωμα και χρησιμοποιείται πολύ στις εφαρμογές. 

Αν ο μετασχηματισμός των x και y γίνει στις πολικές συντεταγμένες ρ και θ, τό-

τε θα είναι: 

 , x y = =  ,  οπότε 

, , ,
x x y y

   
   

   
= = − = =

   
.Επομένως  
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2 2( , )

( , )

D x y
J

D

 
    

  

−
= = = + =  

Άρα η (2) γίνεται 

( , ) ( , )
D D

f x y dxdy f d d    


=   (3) 

δηλαδή ο τύπος (1) της προηγούμενης παραγράφου 4.5. 

Αν f (x, y) = 1 τότε ο (2) παίρνει τη μορφή 

  


=

D D

dudv
vuD

yxD
dxdy

),(

),(
 (4) 

και υπολογίζει ως γνωστό, το εμβαδόν επίπεδης επιφάνειας όταν μεταβαίνουμε απ’ το 

σύστημα καρτεσιανών συντεταγμένων x, y του επιπέδου xOy σε άλλο σύστημα κα-

μπυλόγραμμων συντεταγμένων u, v του επιπέδου uOv.  

Παρατηρήσεις 

1. Η αλλαγή μεταβλητών σ’ ένα διπλό ολοκλήρωμα (όπως και σε κάθε ολοκλή-

ρωμα) έχει ως σκοπό, όπως τονίστηκε πριν, να διευκολύνει τον υπολογισμό του και 

γι’ αυτό γίνεται. Θα πρέπει όμως κάθε φορά να χρησιμοποιούμε τις κατάλληλες με-

ταβλητές (σύστημα καμπυλόγραμμων συντεταγμένων), η επιλογή των οποίων εξαρ-

τάται τόσο από τον τόπο ολοκλήρωσης, όσο και από την ολοκληρωτέα συνάρτηση. 

2. Αποδεικνύεται ότι 

),(

),(

1

),(

),(

yxD

vuDvuD

yxD
= , απ’ όπου δικαιολογείται και ο συμβο-

λισμός της Ιακωβιανής ορίζουσας. Αυτή η σχέση τονίζεται στα παραδείγματα: (6) της 

τρέχουσας παρ. και (1) της παρ. 4.7., όπου φαίνεται και η σπουδαιότητά της.  

3. Η παράσταση dudv
vuD

yxD
A

),(

),(
=  γεωμετρικά ερμηνεύεται ως εξής:  

Αν θεωρήσουμε το απειροστό ορθογώνιο στο σύστημα uOv με πλευρές τις ευθείες  u 

= u0,  u =  u0 + du, καθώς και v = v0,  v = v0 + dv  με  εμβαδόν dudv (σχήμα 19α), τότε  
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αυτό μετασχηματίζεται με τους τύπους  x = g(u, v),  y = h(u, v) σε καμπυλόγραμμο 

παραλληλόγραμμο (σχήμα 19β) που έχει εμβαδόν τη παράσταση Α. 

Παραδείγματα 

1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  +

D

dxdyyx
22  όπου ο τόπος D περικλεί-

εται απ’ τις περιφέρειες  

9,4
2222
=+=+ yxyx . 

Λύση 

Κάνουμε αλλαγή μεταβλητών σε πολικές συντεταγμένες. Θέτουμε  

,  ,  0 και 0 2 ,x y    = =      

οπότε ο τόπος D (σχήμα 20α) μετασχη-

ματίζεται στον νέο τόπο D´ (σχήμα 

20β). Πράγματι, με αντικατάσταση των 

περιφερειών 

 9,4
2222
=+=+ yxyx   

στις πολικές συντεταγμένες έχουμε:  

 ρ2 = 4 ή ρ = 2 και ρ2 = 9  ή ρ = 3, 

ενώ το θ μεταβάλλεται από 0 μέχρι 2π.  

Επομένως, ο κυκλικός δακτύλιος D, απ΄ το αρχικό σύστημα συντεταγμένων xOy με-

τασχηματίζεται τελικά στο ορθογώνιο D´ στο νέο σύστημα συντεταγμένων ρΟθ, δη-

λαδή είναι  

   20,32/),(
2

= RD .  Έτσι έχουμε: 
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( )

2 2 2 2 2 2

3
3

2 3 2 2
2

0 2 0 0
2

19 38
.

3 3 3

D D D

x y dxdy d d d d

d d d d
  

 

            

 
    

 

= =

+ = +  =  =

 
= = = = 

 

  

   

  

2) Να υπολογιστεί το εμβαδόν της σπείρας του Αρχιμήδη για ένα πλήρη κύκλο, 

με εξίσωση σε πολικές συντεταγμένες  =)(  ( R ). 

Λύση 

Στο διπλανό σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της 

σπείρας για 1= . Το εμβαδόν Ε δίνεται απ’ τον τύπο 

(2) της 4.5. 
2

1

( )

( )
R

dxdy d d
  

  
   =

     . 

Είναι  

    ===




=

   


2

0

2

0

2

0

32
22

0

2

0 3

4

2

1

2

1
ddddE  

3) Να υπολογιστεί με χρήση πολικών συντεταγμένων το ολοκλήρωμα 


−−D yx

dxdy

22
1

 όπου ο D περικλείεται απ’ τον κύκλο xyx =+
22 . 

Λύση 

Η εξίσωση του κύκλου γράφεται 
4

1

2

1 2

2

=+







− yx .  

Επομένως ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )0,21(K  και 

ακτίνα 21 . Θέτοντας =x , =y  στην αρχική 

εξίσωση του κύκλου αυτή γίνεται  =
2  ή 

 = . Έτσι, ο τόπος D μεταβάλλεται στον τόπο D´ με 

   −= 0,22/),(
2
RD . 

Άρα 


−−

=
D yx

dxdy
I

22
1

=   −
 














−
=

−

2

2 0 22
11















d

ddd

D

. 
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Αλλά c
dd

+−−=

+−

−
−=

−

−
−=

−

+−

 
2

1
2

1

2

212

2

2
1

1
2

1

)1(

2

1

)1(

)1(

2

1

1











. Άρα 

  ( ) ( ) −−−
−=−−=−−=

2

2

2

2

2
2

2 0

2
1111















 dddI . 

Επειδή  

 )  −=− 0,2  και    = 2,0 ,  

έχουμε 

     − −
− −=+−=−−−=

2

2

0

2

2

0

2

0

0

2 2)(


 

 

  dddI . 

4) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
D

xdxdy  όπου ο τόπος D περικλείεται απ’ 

τις καμπύλες:  x(1 – y) = 1,  x(1 – y) = 2,  xy = 1  και  xy  = 3  με  x > 0. 

Λύση 

Θέτουμε  u = x(1 – y) και  v = xy                                                                   (1) 

Λύνοντας το σύστημα των 

(1) ως προς x και y παίρ-

νουμε  

,vux +=
vu

v
y

+
=   (2)  

Επίσης είναι ,1=




u

x
  

,1=




v

x
 ,

)(
2

vu

v

u

y

+
−=




  

2
)( vu

u

v

y

+
=




. Άρα 

vuvu

vu

yy

xx

vuD

yxD
J

vu

vu

+
=

+

+
=




==

1

)(),(

),(
2

 

Ο τόπος D που ορίζεται απ’ τις παραπάνω καμπύλες δίνεται στο σχήμα 21α. Ο τόπος 

αυτός μετασχηματίζεται με τις σχέσεις (2) στον ορθογώνιο τόπο που περιορίζεται απ’ 

τις ευθείες:  

u = 1,  u = 2  και  v = 1,  v = 3  (σχήμα 21β).  Έτσι λοιπόν έχουμε:  
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   = =


=












=

+
+=+=

2

1

3

1

2
1

)()(
u v

DD D

dudvdudv
vu

vududvJvuxdxdy . 

5) Να υπολογιστεί το εμβαδόν του επιπέδου χωρίου που περικλείεται: 

από τις παραβολές xpy 1

2
2= , xpy 2

2
2= , με 

210 pp    

και τις υπερβολές 
1axy = , 

2axy = , με 
210 aa  . 

Λύση 

Το χωρίο D φαίνεται στο παρακάτω σχήμα (21α). Είναι =
D

dxdyE . 

 

   

Θα υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα κάνοντας αλλαγή μεταβλητών: 

  uxy = , v
x

y
=

2

2

.  

Είναι φανερό, ότι η περιοχή D μετασχηματίζεται στην περιοχή D´ όπου 

  2121

2
,/),( pvpauaRvuD = . Άρα (τύπος (2) της 4.6.) 

 =
D

dxdyE =
( , )

( , )
D

D x y
dudv

D u v


 .  

 Επίσης v
x

y

x

y

x

y

xy

y

v

x

v

y

u

x

u

yxD

vuD
3

2
3

2
),(

),(
2

2

2 ==
−

=

















=  και (παρατ. 2. της 4.6.) 

 
v

yxD

vuDvuD

yxD

3

1

),(

),(

1

),(

),(
== . Έτσι τελικά προκύπτει 
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   


=

=

=

= 











−=








==

D

au

au

pv

pv p

p
aadudv

v
dudv
v

E
2

1

2

1
1

2

12 ln)(
3

1

3

1

3

1
. 

 6) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  −=

D

dxdyxyI )(  όπoυ D είναι ο τόπος 

που ορίζεται απ’ τις ευθείες: 5
3

1
,

3

7

3

1
,3,1 +−=+−=−=+= xyxyxyxy . 

Λύση 

Ο απ’ ευθείας υπολογισμός του παραπάνω ολοκληρώματος παρουσιάζει αρκετές 

πράξεις, αλλά με μια κατάλληλη αλλαγή των μεταβλητών μπορούμε να το αναγάγου-

με σ’ ένα άλλο ολοκλήρωμα του οποίου ο τόπος D´ ολοκλήρωσης είναι ένα ορθογώ-

νιο όπως φαίνεται στο σχήμα 22β. Ο αρχικός τόπος D είναι 

 53137,13/),(
2

+−−= xyxyRyxD . 

Χρησιμοποιούμε το μετασχηματισμό  u = y – x,  (1) 

έτσι ώστε απ’ τις 3,1 −=+= xyxy , το u = y – x να μεταβάλλεται από  –3 μέχρι 1, 

καθώς και το μετασχηματισμό xyv
3

1
+= , (2) 

έτσι ώστε απ’ τις 5
3

1
,

3

7

3

1
+−=+−= xyxy , το v να μεταβάλλεται από 

3

7
 μέχρι 5.  

 Έτσι, όπως φαίνεται και στο σχήμα 22β ο νέος τόπος D´ είναι 
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  537,13/),(
2

−= vuRvuD . 

Λύνοντας ως προς x και y το παραπάνω σύστημα των (1) και (2) βρίσκουμε  

 vuyvux
4

3

4

1
,

4

3

4

3
+=+−= .  

Επίσης είναι 

 ,
4

3
,

4

1
,

4

3
,

4

3
=




=




=




−=





v

y

u

y

v

x

u

x
 και 

 −=

−

=
4

3

4

3

4

1
4

3

4

3

),(

),(

vuD

yxD
0. 

Έτσι, εκτελώντας το γραμμικό μετασχηματισμό  

 vuyvux
4

3

4

1
,

4

3

4

3
+=+−=   

ο αρχικός τόπος D των ευθειών, ο οποίος στο xOy είναι παραλληλόγραμμο (σχήμα 

22α), μετασχηματίζεται στον τόπο D´, ο οποίος στο σύστημα νέων συντεταγμένων 

uOv είναι ορθογώνιο (σχήμα 22β). Έτσι 

  =−















+−−








+=−=

D D

dudvvuvudxdyxyI
4

3

4

3

4

3

4

3

4

1
)(  

 8)4(
4

3

4

3

4

3
5

3
7

5

3
7

1

3

−=−=












==   


= −=

dvdvudududvu

D
v u

. 

Σημείωση 

Θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε τον τύπο 
),(

),(
1

),(

),(

yxD

vuD

vuD

yxD
=  και να υπολο-

γίσουμε την 
),(

),(

yxD

vuD
, αποφεύγοντας να λύσουμε το σύστημα των (1) και (2) (βλέπε 

παρατήρηση 2. της τρέχουσας παραγράφου) 

Ασκήσεις 

1) Να υπολογιστούν τα παρακάτω διπλά ολοκληρώματα στον τόπο D που περι-

κλείεται από τις καμπύλες δίπλα σε κάθε ολοκλήρωμα: 

α)  +
D

dxdyyx
222

)(  όπου D ο δακτύλιος που ορίζεται απ’ τους κύκλους: 

4,1
2222
=+=+ yxyx . (Απάντηση: 21π ) 
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β)  +
D

dxdyyx )( όπου D είναι το παραλληλόγραμμο με πλευρές τις ευθείες 

332 =+ yx , 832 =+ yx , 472 −=− xy , 672 =− xy . (Απάντηση: 2597 ) 

γ)  +
D

dxdyyx
22  όπου D ο δακτύλιος που ορίζεται απ’ τους κύκλους: 

4,1
2222
=+=+ yxyx . (Απάντηση: 314 ) 

δ)  +
D

dxdyyx
2

)( όπου D είναι το παραλληλόγραμμο με πλευρές τις ευθείες 

1=+ yx , 4=+ yx , 22 −=− yx , 12 =− yx . (Απάντηση: 21 ) 

4.7  Εφαρμογές των διπλών ολοκληρωμάτων στη Μη-
χανική 

Θεωρούμε μια επίπεδη υλική πλάκα G η οποία βρίσκεται στο επίπεδο xOy και περι-

βάλλεται απ’ τον τόπο D. Η συνάρτηση δ (συνεχής) της κατανομής πυκνότητας της 

πλάκας G είναι συνάρτηση μόνο της θέσης της πλάκας, δηλαδή  δ = δ(x, y). Τότε 

1. Η συνολική μάζα m της πλάκας G δίνεται απ’ τον τύπο: 

 =

D

dxdyyxm ),(  (1) 

Για  δ(x, y) = c  σταθερό είναι  =

D

dxdycm  (2) 

2. To κέντρο βάρους (Κ.Β.) της μάζας της πλάκας G έχει συντεταγμένες 

GG yx ,  οι οποίες δίνονται απ’ τους τύπους: 

  ==

DD

GG dxdyyxy
m

ydxdyyxx
m

x ),(
1

,),(
1

   (3) 

και για δ(x, y) = c  σταθερό οι τύποι (3) γίνονται  

  ==

DD

G

DD

G dxdyydxdyydxdyxdxdyx ,  (4) 

3. Η ροπή αδράνειας της πλάκας G  είναι: 

i) ως προς τον Oy:  =

D

y dxdyyxxI ),(
2  (5) 
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ii) ως προς τον Ox:  =

D

x dxdyyxyI ),(
2  (6) 

iii) ως προς την αρχή Ο (πολική ροπή αδράνειας):  

   +=+=

D

yxO dxdyyxyxIII ),()(
22   (7) 

Παραδείγματα 

1) Να βρεθεί η πολική ροπή αδράνειας λεπτής ομογενούς πλάκας G που βρί-

σκεται στο επίπεδο xOy και περιβάλλεται απ’ τις καμπύλες: 

0,0με4,2,9,1
2222

===−=− yxxyxyyxyx  και δ(x, y) = 1. 

Λύση 

Επειδή  δ(x, y) = 1, ο τύπος (7) της πολικής ροπής αδράνειας γίνεται 

 +=

D

O dxdyyxI )(
22 . 

Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος  ΙΟ  κάνουμε το μετασχηματισμό: 

vxyuyx ==− 2και
22  (1) 

Ο αρχικός τόπος D στο xOy είναι καμπυλωτό παραλληλόγραμμο που σχηματίζεται 

από τις ισοσκελείς υπερβολές 9και1
2222
=−=− yxyx , καθώς και τις υπερβολές  

xy = 2 και xy = 4 (σχήμα 23α) δηλαδή 

  42,91/),(
222

−= xyyxRyxD  

 

 

Ο μετασχηματισμένος τόπος D´ στο σύστημα νέων συντεταγμένων uOv είναι κανονι-

κό ορθογώνιο (σχήμα 23β) δηλαδή 
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  84,91/),(
2

= vuRvuD . 

Υψώνοντας τις σχέσεις (1) στο τετράγωνο και προσθέτοντας κατά μέλη παίρνουμε: 

2222222244
ή2 vuyxvuyxyx +=++=++  (2) 

Προσθέτοντας την πρώτη των (1) και την (2) βρίσκουμε 

uvux ++=
222

2  και επειδή  x > 0, 
2

22
uvu

x
++

=  

Αφαιρώντας απ’ την (2) την πρώτη των (1) βρίσκουμε 

uvuy −+=
222

2  και επειδή  y > 0, 
2

22
uvu

y
−+

= .  

Επίσης 

uvuvu

v

v

x

vu

uvu

u

x

+++

=




+

++
=





222222

22

22

,
22

 

uvuvu

v

v

y

vu

uvu

u

y

−++

=




+

++
−=





222222

22

22

,
22

 και  

=














++

−+
+

−+

++

+
=




==

uvu

uvu

uvu

uvu

vu

v

yy

xx

vuD

yxD
J

vu

vu

22

22

22

22

22
)(8),(

),(
 

2222

22

222

2222

22

4

1

)(8

2

)(8 vuvu

vu

uvu

uvuuvu

vu

v

+
=

+

+
=















−+

−++++

+
=  (3) 

Επομένως το ολοκλήρωμα  Ι 0  λόγω των (2) και (3) γίνεται 

.8
4

1

4

9

1

8

4
22

22

0 =












=

+
+=   


= =

dudv
vu

dudv
vuI

D
u v

 

2ος τρόπος 

Όπως έγινε αντιληπτό, με τις αντικαταστάσεις (1) και τη λύση του συστήματος ως 

προς x και y, η εύρεση των παραγώγων των x και y ως προς u και v, καθώς και ο υπο-

λογισμός της Ιακωβιανής J ήταν δουλειά κουραστική. Θα μπορούσαμε να είχαμε α-
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ποφύγει όλη αυτή τη δουλειά αν χρησιμοποιούσαμε την βασική ιδιότητα των Ιακω-

βιανών: 

 1
),(

),(

),(

),(
=

yxD

vuD

vuD

yxD
 (4) 

απ’ την οποία δικαιολογείται και ο συμβολισμός τους ως πηλίκου (βλέπε παρατήρηση 

2. της παραγράφου 4.6.) Η ιδιότητα αυτή ισχύει υπό τον όρο ότι οι εξισώσεις  

  x = g(u,  v),  y = h(u, v)  

μπορούν να λυθούν ως προς u και v, οπότε οι παραπάνω Ιακωβιανές είναι η μια αντί-

στροφη της άλλης. 

Έτσι, παίρνουμε τις μερικές παραγώγους των  u  και  v  ως προς  x  και  y  απ’ τις (1): 

 ,2,2,2,2 x
y

v
y

x

v
y

y

u
x

x

u
=




=




−=




=




  οπότε  

 2222
444

22

22

),(

),(
vuyx

xy

yx

yxD

vuD
+=+=

−
=  (λόγω της (2)). 

Απ’ την τελευταία λόγω της (4) προκύπτει ότι 
22

4

1

),(

),(

vuvuD

yxD

+
= . 

2) Να βρεθεί το κέντρο βάρους λεπτής ομογενούς πλάκας με σταθερή πυκνότη-

τα cyx =),( η οποία καλύπτει στο επίπεδο xOy τον τόπο D με εξισώσεις καμπύλων: 

0και5,4
22

−== yxyxy . 

Λύση 

Βρίσκουμε το κοινό σημείο τομής 

των καμπύλων  

xyxy −== 5,4
22 , (το (1, 2)) 

εξισώνοντας τα 2α μέλη τους )54( xx −=    

(σχ. 24). Σύμφωνα με τους τύπους (2) και 

(4) της παραγράφου 4.7. έχουμε: 

cdydxcdxdycm

D
y

y

y
x 3

20
2

0

5

4

2

2
=














==   =

−

=
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( ) =






















−−=








==   =

−

=
dy

y
ydyxdxcdxdyx

m
x

D
y

y

y
x

G

2

0

2
2

22
2

0

5

4 4
5

40

3

20

31 2

2  

5

11

16

3

3

10
25

40

3

16

15
1025

40

3
2

0

53

2

0

42
=








+−=








+−=  yyydyyy . 

=







−−=














==   =

−

=

dy
y

yydydxycdxdyy
m

y

D
y

y

y
x

G

2

0

2
2

2

0

5

4
4

5
20

3

20

31
2

2
 

 =







−=

2

0

3

4

3

4

5
5

20

3
dyyy . 

Άρα οι συντεταγμένες του Κ. Β. είναι 







=

4

3
,

5

11
),( GG yx . 

3) Να βρεθεί η μάζα m μιας τετράγωνης πλάκας με πλευρά 3 που η πυκνότητά 

της μεταβάλλεται ανάλογα με το τετράγωνο της απόστασης από μια κορυφή. 

Λύση 

Αν Ο είναι η κορυφή απ’ την οποία η πυκνότητα 

της τετράγωνης μάζας μεταβάλλεται ανάλογα με το 

τετράγωνο της απόστασης, τότε είναι (σχήμα 25): 

 )(),(
222
yxkkryx +==   

οπότε χρησιμοποιώντας το τύπο (1) της παρ. 4.7. με 

τόπο D το τετράγωνο πλευράς 3, βρίσκουμε:  

( )   =







+=













+==

= =

3

0

2
33

0

3

0

22
543

3

3
),( kdyykdydxyxkdxdyyxm

y x
D

 . 

 4) Να υπολογιστεί η ροπή αδράνειας 
0I  του δακτυλίου που ορίζεται από τους 

κύκλους 4,1
2222
=+=+ yxyx , αν η επιφανειακή του πυκνότητα είναι ανάλογη της 

απόστασης απ’ το κέντρο Ο, δηλ. 
22

),( yxkyx += . 

 Λύση 

Προφανώς θα χρησιμοποιήσουμε πολικές συντεταγμένες. Είναι 

 kkyxkyx ==+=
222

),( . Έτσι ο τύπος (7) της παρ. 4.7. γίνεται 
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5

62
2

5

31
),()(

2

0

2

1

222 


 kk
ddkdxdyyxyxI

D

O ==




 =+=   . 

Ασκήσεις 

1) Να βρεθεί η ροπή αδράνειας ως προς την αρχή Ο, του ομογενούς χωρίου D 

με kyx =),( , που περικλείεται από τις ευθείες 4,,0 === xxyy . (Απ. 3256k ) 

2) Να βρεθεί η μάζα και το κέντρο βάρους του χωρίου D που περικλείεται από 

τις καμπύλες xyxy == ,
2 , του οποίου η επιφανειακή πυκνότητα είναι kxyx =),( , 

όπου k > 0 (σταθερή). (Απάντηση: 12km = , )21,53(.. =BK ) 

3) Να βρεθεί η ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα Ox του ομογενούς χωρίου D 

με σταθερή πυκνότητα δ, που περικλείεται από τις καμπύλες 2
xy = , xy −= 2  και 

του άξονα Ox. (Απάντηση: 
84

11
=xI ) 

4) Να βρεθεί το κέντρο βάρους μάζας ομογενούς χωρίου D, ( 1),( =yx ) όπου 

 1,1/),(
222

++= yxyxRyxD . Απάντηση: 






 −−
=

2

)2(3
,

2

)2(3
..


BK  

5) Να βρεθεί η μάζα, το κέντρο βάρους και οι ροπές αδράνειας ,xI  yI  και 
0I  

ενός ομογενούς χωρίου D με σχήμα ημικυκλίου, όπου 0,:
222

+ yayxD . 

(Απάντηση: 
2

2a
m = , 








=

3

4
,0..
a

BK , 
8

4a
II yx == , 

4

4

0

a
III yx =++ ) 
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Β.  ΤΡΙΠΛΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

4.8  Ορισμός, ιδιότητες και υπολογισμός αυτών 

Θεωρούμε ένα τρισορθογώνιο και δεξιόστροφο σύστημα συντεταγμένων Oxyz και 

ένα στερεό V που περικλείεται 

από μια κλειστή και φραγμένη 

επιφάνεια η οποία τέμνεται από 

παράλληλες προς τον Oz σε 

δύο το πολύ σημεία. (σχήμα 

26). Τα σημεία του στερεού V 

προβάλλονται στο επίπεδο xOy 

στην κλειστή περιοχή R που 

ορίζεται από την καμπύλη c. Η 

κυλινδρική επιφάνεια που σχη-

ματίζουν οι παράλληλες προς 

τον Oz οι οποίες φέρονται από 

τα σημεία της c, εφάπτεται με 

το στερεό V κατά μια καμπύλη 

1c , η οποία χωρίζει την επιφά-

νεια του στερεού σε δύο επιφάνειες S1 και S2 με εξισώσεις ),(),,( 21 yxzyxz  ==  

αντίστοιχα. Χωρίζουμε το στερεό V σε μικρότερα στερεά τα V1, V2, …, Vν και σε κα-

θένα απ’ αυτά τα Vi (i = 1, 2, …, ν) παίρνουμε ένα τυχαίο σημείο ),,( iiii zyxP . 

Έστω μια συνάρτηση η ),,( zyxf συνεχής και φραγμένη σ’ όλα τα σημεία του 

στερεού V.  Σχηματίζουμε το άθροισμα των γινομένων 

i

i

iii VzyxfVzyxfVzyxfVzyxfI 
=

=+++=




1

22221111 ),,(),,(),,(),,(   

όπου Vi  είναι οι όγκοι των αντίστοιχων στερεών. Αποδεικνύεται ότι το Ι ν  τείνει προς 

ένα συγκεκριμένο όριο όταν το ν τείνει στο άπειρο, εφόσον καθένα από τα στερεά V1, 

V2, …, Vν  τείνει στο μηδέν κατά όλες τις διαστάσεις του. Το όριο αυτό λέγεται τριπλό 

ολοκλήρωμα της ),,( zyxf  στο στερεό V και παριστάνεται με:  
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 
=

→
==




1

),,(lim),,(),,(
i

iiii

V V

VzyxfdxdydzzyxfdVzyxf . 

4.8.1  Ιδιότητες του τριπλού ολοκληρώματος 

Οι ιδιότητες του τριπλού ολοκληρώματος είναι παρόμοιες μ’ αυτές του διπλού ολο-

κληρώματος και είναι οι παρακάτω: 

1) Αν ο τόπος ολοκλήρωσης V είναι άθροισμα των τόπων V1, V2, … που είναι  

πεπερασμένου πλήθους, τότε 

    ++=
V V V

dxdydzzyxfdxdydzzyxfdxdydzzyxf

1 2

),,(),,(),,(  

2) Αν η συνάρτηση ),,( zyxf  γράφεται 

  ),,( zyxf = ),,(),,( 21 zyxfzyxf  + τότε 

   +=
V V V

dxdydzzyxfdxdydzzyxfdxdydzzyxf ),,(),,(),,( 21  . 

3) Αν ),,( zyxf =1, τότε το τριπλό ολοκλήρωμα  

 Vdxdydz
V

=   

παριστάνει τον όγκο του στερεού V που ορίζεται ως τόπος του. 

Όπως βλέπουμε από τον ορισμό του, το 
V

dxdydzzyxf ),,(  θεωρείται ότι είναι 

μια ‘επέκταση’ της ιδέας του απλού ολοκληρώματος. Πράγματι: 

Το απλό ολοκλήρωμα (ορισμένο) μιας συνάρτησης )(xfy =  μιας μεταβλητής 

x δηλαδή το 



dxxf )(  έχει ως τόπο ένα κλειστό διάστημα [α, β] στον Ox και όταν 

1)( =xf , τότε παριστάνει το μήκος του διαστήματος αυτού. 

Το διπλό ολοκλήρωμα μιας συνάρτησης ),( yxfz =  δύο μεταβλητών x, y δη-

λαδή το 
R

dxdyyxf ),(  έχει ως τόπο μια κλειστή περιοχή R στο επίπεδο xOy και ό-

ταν 1),( =yxf , τότε παριστάνει το εμβαδόν της περιοχής αυτής. 
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Το τριπλό ολοκλήρωμα μιας συνάρτησης ),,( zyxfw =  τριών μεταβλητών x, 

y, z δηλαδή το 
V

dxdydzzyxf ),,(  έχει ως τόπο ένα κλειστό στερεό V στο χώρο Ox-

yz και όταν 1),,( =zyxf , τότε παριστάνει τον όγκο του στερεού αυτού. 

4.8.2  Υπολογισμός του τριπλού ολοκληρώματος 

Για να υπολογίσουμε το τριπλό ολοκλήρωμα, χωρίζουμε την περιοχή R σε μικρότερες 

περιοχές και σε κάθε μια 
iR παίρνουμε τυχαίο σημείο Ρi(xi, yi, 0). Από το σημείο  Ρi  

φέρνουμε παράλληλη προς τον Οz η οποία τέμνει τις επιφάνειες S1 και S2  στα σημεία 

ii PP  και  (σχήμα 24) με εξισώσεις ),(φ),,(φ 21 iiii yxzyxz == . Στη συνέχεια ερ-

γαζόμαστε όπως στην περίπτωση του διπλού ολοκληρώματος, για να πάρουμε τους 

προσθετέους του αθροίσματος Ιν.  

Στο σχήμα 26, αν Α είναι το σημείο της περιοχής R που έχει την μικρότερη τε-

τμημένη α και Β το σημείο της R που έχει την μεγαλύτερη τετμημένη β, επίσης, 

αν )(1 xy = είναι η εξίσωση της καμπύλης ΑΓΒ και )(2 xy =  η εξίσωση της κα-

μπύλης ΑΔΒ και τέλος, αν ),(φ1 yxz = είναι η εξίσωση της επιφάνειας που είναι κά-

τω απ’ την καμπύλη 
1c  και ),(φ2 yxz =  είναι η εξίσωση της επιφάνειας που είναι 

πάνω απ’ την καμπύλη 
1c , τότε αποδεικνύεται ότι 

    















=

V

x

x

yx

yx

dxdydzzyxfdxdydzzyxf








)(

)(

),(φ

),(φ

2

1

2

1

),,(),,(                     (1) 

δηλαδή τα όρια ολοκλήρωσης είναι τέτοια ώστε να καλύπτουν το στερεό κατά τους 

τρεις άξονες Ox, Oy, Oz. 

Σημείωση: 

Ανάλογα με τη μορφή του κλειστού στερεού V ο υπολογισμός του ολοκληρώματος 

μπορεί να γίνει και με διαφορετική σειρά ολοκλήρωσης, π. χ. πρώτα ως προς z, μετά 

ως προς x, και τέλος ως προς y ώστε τα όρια ολοκλήρωσης να καλύπτουν το στερεό 

κατά τους τρεις άξονες, δηλαδή 

    = = = 









=

V
y

y

yx

yxf

yxfz
dydxdzzyxfdxdydzzyxf









)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

),,(),,( .            (2) 
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 Θα μπορούσαμε τέλος να γενικεύσουμε τον τύπο υπολογισμού του τριπλού ο-

λοκληρώματος. Έτσι, ανάλογα με τη θέση και μορφή που έχει το κλειστό στερεό V, 

και βέβαια υπό τον όρο ότι τηρούνται όλες οι προϋποθέσεις ορισμού του, ακόμη δε 

ότι η κλειστή επιφάνεια S μπορεί να λυθεί ως προς μία των μεταβλητών της x, y, z, 

καθώς επίσης η προβολή της επιφάνειας S στα επίπεδα xOy, yOz, zOx, να δίνουν κα-

μπύλες που πληρούν ανάλογους όρους του ολοκληρώματος (1), τότε προκύπτουν τε-

λικά 6 διαφορετικοί τρόποι υπολογισμού του, όσες δηλαδή είναι όλες οι μεταθέσεις 

στη σειρά των τριών μεταβλητών του x, y, z, (3! = 6, μεταθέσεις ν πραγμάτων: ν!). 

 Π.χ. για την ολοκλήρωση πρώτα ως προς x, μετά ως προς y και τέλος ως προς z 

και την προβολή της S στο επίπεδο yOz (εφόσον η S είναι λυμένη ως προς x), είναι 

 
2 2

1 1

( ) ( , )

( ) ( , )
( , , ) ( , , )

h z g y z

z y h z x g y z
V

f x y z dxdydz f x y z dx dy dz


= = =

  
=     

             (3) 

4.9  Παραδείγματα – Εφαρμογές 

1) Να υπολογιστεί το τριπλό ολοκλήρωμα    















=

− −1

0

1

0

2

0

dxdyxyzdz

x x

. 

Λύση 

Είναι =






















=  

−
−=

=

1

0

1

0

2

0

2

2
dxdy

xyz
x

xz

z

=






 −

 
−1

0

1

0

2

2

)2(
dxdy

xxy
x

 

 

.
240

13

2

4

3

12

4

13

5

6

64

1

)412136(
4

1

)2()1(
4

1

4

)2(

1

0

23456

1

0

2345

1

0

22
1

0

1

0

22

=







+−+−=

=+−+−=

=−−=






 −
=





−=

=

xxxxx

dxxxxxx

dxxxxdx
xxy

xy

y

 

 2) Να υπολογιστεί το τριπλό ολοκλήρωμα 
++

D

zyx
dxdydze  όπου D είναι ο τό-

πος  yxzxyxzyxD += 0,0,10/),,(  
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 Λύση 

 

 

   

      .
8

3

4

3

84

3

8

1

2

3

2

1

2

1
)(

2

4
1

0

1

0

21

0

4
1

0

24

1

0
00

)(2
1

0 0

)(2

1

0 0
0

1

0 0 0

−+−=+−=







+−=

=








−=




 −=

=




=











=



 

   

++++

+++
+

++++

ee
e

eeedxeee

dxeedxdyee

dxdyedxdydzedxdydze

xxxxxx

xyxxyx
x

yxyx

x yxzyx
x yx

zyx

D

zyx

 

3) Να υπολογιστεί το τριπλό ολοκλήρωμα  +−

V

dxdydzzyx )23(
2  όπου V εί-

ναι το τετράεδρο ΟΑΒΓ (O η αρχή των αξόνων και Α, Β, Γ σημεία πάνω στους θετι-

κούς ημιάξονες Ox, Oy, Oz αντίστοιχα) με εξίσωση επιπέδου ΑΒΓ  x + y + z = 1 και  

x  0,  y  0,  x + y + z  1. 

Λύση 

Τα όρια μεταβολής του τετραέδρου 

V είναι (σχήμα 27): 

Για το x: Aπό 0 μέχρι 1 δηλαδή οι 

τετμημένες στον άξονα Ox. 

Για το y: Aπό  y = 0 (εξίσωση του 

Ox), μέχρι  y = 1 – x  (εξίσωση το-

μής του επιπέδου x + y + z = 1 και 

του επιπέδου  z = 0 (του xOy)), δη-

λαδή η περιοχή R = ΟΑΒ. 

Για το z: Από z = 0 (εξίσωση του xOy) μέχρι  z = 1 – x – y (εξίσωση του ΑΒΓ) δηλα-

δή ο όγκος V του τετραέδρου ΟΑΒΓ. 

Επομένως το αρχικό ολοκλήρωμα γράφεται: 

 +−

V

dxdydzzyx )23(
2  = ( )  =

−

=

−−

= 









 +−

1

0

1

0

1

0

2
23

x

x

y

yx

z
dxdydzzyx  = 

( ) 

( )  

 

=




 −−+−−−=

=




 +−=

−

− −−

1

0

1

0

22

1

0

1

0

1

0

22

)1()1(3

3

dxdyyxyxyx

dxdyzzyx

x

x yx
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   =




 −−++−+−−=

−1

0

1

0

22232
)1(333 dxdyyxyyxxyxyx

x

 

=







−−−+−+−−= 

−

=

1

0

1

0

33
222

3
2

2
)1(

3

1

22

3

2

3
dxyxy

xyxy
yx

y
yx

x

y
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1

3

)1(
)1(

2

)1(

2

)1(3
)1(

2

)1(3
)1(

1
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3

22

2
3

2
2

−=



















−
+−+

−
−

−
−

+−−
−

−−
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x

x
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xx
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x
xx

 

Το τελευταίο είναι ένα ορισμένο ολοκλήρωμα πολυωνυμικό ως προς x και υπο-

λογίζεται κατά τα γνωστά.  

4) Να υπολογιστεί ο όγκος του ελλειψοειδούς 1
2

2

2

2

2

2

=++


zyx
 κάνοντας 

χρήση το τριπλό ολοκλήρωμα.  

Λύση 

Όπως φαίνεται στο σχήμα 28, ο ό-

γκος του ελλειψοειδούς είναι:   

V = 8(ΟΑΒΓ) = 
 )(

8 dxdydz .  

Τα όρια μεταβολής για τους άξονες 

Ox, Oy, και Oz φαίνονται στο σχή-

μα. Εργαζόμενοι όπως και στο προη-

γούμενο παράδειγμα θα έχουμε 
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που είναι το ίδιο με ο διπλό ολοκλήρωμα του παραδείγματος 6 της παρ. 4.4.  
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5) Να υπολογιστεί το τριπλό ολοκλήρωμα της συνάρτησης zzyxF =),,(   στο 

στερεό που ορίζεται από τα επίπεδα xOz, (δηλ. το y  = 0), xOy (δηλ. το z = 0), 

 x + y = 2,  2y + x = 6 και τον κύλινδρο 4
22
=+ zy . 

Λύση 

Αν κάνουμε όλες τις 

γραφικές παραστάσεις 

των επιπέδων και των 

επιφανειών βλέπουμε 

ότι ο τόπος V της ολο-

κλήρωσης είναι το στε-

ρεό που προκύπτει από 

την τομή του τεταρτη-

μόριου του κυλίνδρου 

4
22
=+ zy  με τα επί-

πεδα x + y = 2 και 

62 =+ xy  που είναι 

και τα δύο παράλληλα 

προς τον άξονα Oz 

(σχήμα 29). Η βάση του στερεού αυτού, όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα, είναι το 

τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Ο τόπος ολοκλήρωσης V παριστάνεται με έντονες διακεκομμέ-

νες γραμμές. Έτσι, τα όρια μεταβολής είναι: 

 Για το y: από y = 0 μέχρι y = 2,  

 για το x: από x = 2 – y μέχρι x = 6 – 2y και τέλος 

 για το z: από z = 0 μέχρι z = 2
4 y−  (θετική τετραγωνική ρίζα)  

Επομένως το τριπλό ολοκλήρωμα γράφεται: 
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= ( ) ( )  ( ) =+−−=−−−−−

2

0
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2

0

22
4416

2

1
)2(4)26(4

2

1
dyyyydyyyyy  
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3

26
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1
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216

2

1
2

0
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=








+−−=








+−− yyyy . 

6) Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού που ορίζεται από τον κύλινδρο 

4
22
=+ yx , το επίπεδο x + y + z = 4 και το επίπεδο xOy ( 0z = ). 

Λύση 

Η προβολή του στερεού αυτού (κυλίνδρου) στο επίπεδο xOy θα είναι ο κύκλος 

4
22
=+ yx . Κάνοντας τις γραφικές παραστάσεις του κυλίνδρου 4

22
=+ yx  και του 

επιπέδου x + y + z = 4, βλέπουμε ότι τα όρια μεταβάλλονται ως εξής (σχήμα 30): 
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 Για το x: από x = –2 μέχρι x = 2,  

 για το y: από 22
4μέχρι 4 xyxy −=−−=  και τέλος  

για το z: από  z = 0 (επίπεδο xOy) μέχρι z = 4 – x – y. 

Συνεπώς έχουμε: 

 =−−===      −

−

−−−

−

−−

−−

dydxyxdzdydxdxdydzV
x

x
V

x

x

yx 2

2

4

4

2

2

4

4

4

0

2

2

2

2
)4(  

( ) =







−−=

−

−−
− dxyyx

x

x

2

2

4

4

2

2

2

2

1
4  

  ( ) ( )
2 2 2

2
2 2

2

4 ( 4 )
4 4 4 ( 4 )

2 2

x x
x x x x dx

−

   − − −
 = − − − − − − − − =  
      

  

  − −−
−−−=−−=

2

2

2

2

222
2

2
.42484)4(2 dxxxdxxdxxx  

Υπολογίζουμε το −

−

2

2

2
4 dxx . Θέτουμε  2x t= ,  οπότε  2dx tdt=  .  

Για  x = 2:  2 2 t=  άρα  2=t .  

Για x = –2:  –2 2 t= , άρα 2−=t .  

Επομένως το ολοκλήρωμα γίνεται ( ]2,2[συνσυν −= ttt ): 

2
22

2
2

4 2 2x dx t tdt



 

− −
− =  =   

 
2

2 2

2
2

4 4 2
2 2

t t t
tdt







 
 

−
−

 
= = + = 

 
 . 

Υπολογίζουμε τώρα το  −

−

2

2

2
.4 dxxx  Είναι  

( ) ( )  −− −
=−−−=−−−=−

2

2

22
1

22
2

2

2

2

2
44

2

1
4)2(

2

1
4 xdxdxxxdxxx  

 
( ) ( )

0
3

4

2
3

4

2

1

2

2

2
3

2

2

2

2
3

2

=












 −
−=














−

−=

−−

xx
 

Άρα ο τελικός όγκος είναι  V = 82π = 16π.  
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Ασκήσεις 

Να υπολογιστούν τα παρακάτω τριπλά ολοκληρώματα: 

 α)   =

−

=
+

=

4

0

16

0

4

4

2

22

x

x

y
yx

z
dzdydx  (Απάντηση: 8π), 

 β)   = = =

1

0 0
2

x

x

xy

yx

z
dzdydx  (Απάντηση: 

24

1
), 

 γ)   =

−

=

−−

=

6

0

212

0

33

2
4

0y

y

x

xy

z
xdzdydx  (Απάντηση: 144 ), 

 δ)   =

−

=

+

−=

5

0

9

0

2

x

x

y

yx

yxz
zdzdydx  (Απάντηση: 

4

175
− ), 

 ε)   = =

+

=

1

0 0 0

2

y

y

x

yx

z
xdxdydz  (Απάντηση: 

20

7
), 

 στ)   =

−

=

−−

=

1

0

1

0

2

0x

x

y

yx

z
xyzdxdydz  (Απάντηση: 

360

11
), 

  ζ) dzddz
z  = = =

2

0

1

0

2

0

2
θρημθρ



 
 (Απάντηση: 

3

2
). 

4.10  Αλλαγή μεταβλητών στο τριπλό ολοκλήρωμα  

Όπως και στο διπλό ολοκλήρωμα, θα προσπαθήσουμε να εκφράσουμε το τριπλό ολο-

κλήρωμα σε ένα σύστημα καμπυλόγραμμων συντεταγμένων στο χώρο. 

Θεωρούμε το τριπλό ολοκλήρωμα 
V

dxdydzzyxF ),,(  όπου οι x, y, z ορίζο-

νται στο χώρο 3
RV   και η συνάρτηση ),,( zyxF είναι συνεχής παντού στον V.  

Έστω   ),,(),,,(),,,( wvuhzwvugywvufx ===   (1) 

οι σχέσεις που συνδέουν τις παλιές συντεταγμένες x, y, z με τις νέες συντεταγμένες u, 

v, w, όπου οι u, v, w ορίζονται στο χώρο 3
RV  και οι (1) έχουν συνεχείς μερικές 

παραγώγους πρώτης τάξης για κάθε (u, v, w)  V´. Οι χώροι V και V´ θεωρούνται 

κλειστοί και περατωμένοι. Με τις σχέσεις (1) επιτυγχάνεται μια αμφιμονοσήμαντη 

απεικόνιση του χώρου V του τρισορθογώνιου συστήματος Oxyz στο χώρο V´ του τρι-

σορθογώνιου συστήματος Ouvw. Υποθέτουμε ακόμα ότι η Ιακωβιανή  
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  0
),,(

),,(
=

wvuD

zyxD
J .  

Τότε αποδεικνύεται ότι: 

  


=

V V

dudvdw
wvuD

zyxD
wvuGdxdydzzyxF

),,(

),,(
),,(),,(   (2) 

όπου ( )),,(),,,(),,,(),,( wvuhwvugwvufFwvuG = . 

Ο τύπος (2) αποτελεί γενική περίπτωση αλλαγής μεταβλητών στο τριπλό ολο-

κλήρωμα και είναι πολύ χρήσιμος, ιδιαίτερα στις παρακάτω δύο περιπτώσεις: 

1. Αν ο μετασχηματισμός των καρτεσιανών συντεταγμένων x, y, z γίνει στις κυ-

λινδρικές συντεταγμένες (ρ, θ, z), τότε ως γνωστό (εφαρμογή 1 της 2.8.4), τα x, y, z 

εκφράζονται συναρτήσει των ρ, θ, z ως:  

  ,  , x y z z = = =   

ενώ η ιακωβιανή J των x, y, z ως προς τα ρ, θ, z είναι (εφαρμογή 3. της 2.8.4) 

  
( , , )

( , , )

D x y z
J

D z


 
= = . Επομένως ο (2) γίνεται: 

  ( , , ) ( , , )
V V

F x y z dxdydz F z d d dz    


=    . (3) 

2. Αν ο μετασχηματισμός των καρτεσιανών συντεταγμένων x, y, z γίνει στις 

σφαιρικές συντεταγμένες (ρ, θ, φ), τότε (εφαρμογή 2 της 2.8.4) τα x, y, z εκφράζο-

νται συναρτήσει των ρ, θ, φ ως: 

 ,  ,  x y z  = = =   

ενώ η ιακωβιανή J των x, y, z ως προς τα ρ, θ, φ είναι 

  2( , , )
0

( , , )

D x y z
J

D
 

  
= = −  . Επομένως ο (2) γίνεται: 

2
( , , ) ( , , )

V V

F x y z dxdydz F d d d       


=    .  (4) 

Αν F(x, y, z) = 1, τότε ο τύπος (2) παίρνει τη μορφή: 

  


=

V V

dudvdw
wvuD

zyxD
dxdydz

),,(

),,(
 (5) 
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και υπολογίζει ως γνωστό τον όγκο του χώρου V όταν μεταβαίνουμε απ’ το σύστημα 

συντεταγμένων Oxyz στο αντίστοιχο νέο Ouvw. 

Παραδείγματα 

1. Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού που περιβάλλεται απ’ το παραβολοειδές  

22
4 yxz −−=  και το επίπεδο xOy. 

Λύση 

Το παραβολοειδές, (διπλανό σχήμα) με 

την κορυφή Κ στον άξονα Oz στο ση-

μείο Κ(0, 0, 4), προβάλλεται στο επί-

πεδο xOy κατά τον κυκλικό δίσκο 

4
22
+ yx . Η τομή του παραβολοει-

δούς με το επίπεδο xOy (z = 0) είναι ο 

κύκλος 4
22
=+ yx (προκύπτει για z = 

0). Επομένως τα όρια ολοκλήρωσης 

είναι:  

Για το x: από –2 μέχρι 2,  

για το y: από 22
4μέχρι 4 xx −−− και  

για το z: από 0 μέχρι 22
4 yx −− .  

Άρα ο όγκος είναι 

 8
2

2

4

4

4

0

2

2

22

=















==    −=

−

−−=

−−

=
V

x

x

xy

yx

z
dxdydzdxdydzV . 

Το τελευταίο ολοκλήρωμα είναι παρόμοιο με προηγούμενα και μπορεί να υπολογι-

στεί κατά τα γνωστά, σχετικά δύσκολα λόγω ριζικών.  

Χρησιμοποιώντας όμως κυλινδρικές συντεταγμένες ρ, θ, z, η νέα στερεά περιο-

χή D έχει όρια  

 23
40,20,20/),,(  −= zRzD  

Η Ιακωβιανή των x, y, z, ως προς ρ, θ, z είναι J = ρ. Επομένως το ολοκλήρωμα 

γίνεται: 
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( )
2

2 2 4 2 2
2

0 0 0 0 0

2
4

2 2
2

0 0
0

4

2 4 8 .
4

z
V dz d d d d

d d

  

 

 

      


   

−

= = =
= = − =

 
= − = = 

 

    

 
  

2. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα ( )dxdydzzyx

V

 ++
222  όπου V είναι η 

σφαίρα .
2222
azyx =++  

Λύση 

Επειδή ο χώρος V είναι συμμετρικός και η συνάρτηση F(x, y, z) = x2 + y2 + z2 είναι 

συμμετρική παντού στο V, θα χρησιμοποιήσουμε ως τόπο V το πρώτο ογδοημόριο 

της σφαίρας. Αυτή προβάλλεται στο xOy κατά τον κύκλο 222
ayx =+ .  

Χρησιμοποιώντας σφαιρικές συντεταγμένες για το πρώτο ογδοημόριο έχουμε  

 ,  , x y z  = = =  

Οι μεταβολές που προκύπτουν για τα ρ, θ, φ είναι:  

 για το ρ: από 0 μέχρι α,  

 για το θ: από 0 μέχρι π/2 και  

 για το φ: από 0 μέχρι π/2. 

 Έτσι το αρχικό ολοκλήρωμα θα είναι οκταπλάσιο της τιμής του ολοκληρώματος με 

τα όρια αυτά.  

Η ιακωβιανή των x, y, z συναρτήσει των ρ, θ, φ είναι 

 
2 2

όJ J     = − = .   

Έτσι το αρχικό ολοκλήρωμα γράφεται τελικά 

 ( ) 2 22 2 2 2 2

0 0 0
8

V

x y z dxdydz d d d
  

  
     

= = =
+ + =   =     

  
5 5

2 2 2 2
0

0 0 0
8 8

5 5
d d d

   

  

 
    

= = =
= = − =    

  
5

25

0

8 4
0 ( 1)

5 5
d






 

=
= − − = . 
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Ασκήσεις  

1) Να υπολογιστούν οι όγκοι των παρακάτω τόπων με τριπλή ολοκλήρωση. 

 α) 1,0,0,0 =++=== zyxzyx  (Απ: 61=V ) 

 β) 2222
,1,0 yxzyxz +==+=  (Απ: 2=V ) 

 γ) 0,0,15
22

=−−= yxzyxz  (Απ: 2=V ) 

 δ) 1,1
2222
=+=+ zyzx  (Απ: 

3

16
=V ) 

2) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
++

D
zyx

dxdydz
23222

)(
 όπου D ο τόπος που 

περικλείεται από τις σφαίρες 2222 =++ zyx , 2222 =++ zyx , (  0 ). 

4.11  Εφαρμογές του τριπλού ολοκληρώματος στη Μη-
χανική 

Θεωρούμε στο χώρο ένα στερεό Σ με όγκο V στο οποίο υποθέτουμε ότι η συνεχής 

συνάρτηση κατανομής της πυκνότητας δ αυτού του υλικού είναι συνάρτηση μόνο της 

θέσης του, δηλαδή δ = δ(x, y, z). Τότε 

1. Η συνολική μάζα m του στερεού Σ δίνεται απ’ τον τύπο  

 =

V

dxdydzzyxm ),,(δ  (1)  

ενώ για δ(x, y, z) = c η μάζα γίνεται 

 =

V

dxdydzcm  (2) 

2. Οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους (K. B.) του στερεού δίνονται απ’ τους 

τύπους  

 
1

( , , )
G

V

x x x y z dxdydz
m

=    

 
1

( , , )
G

V

y y x y z dxdydz
m

=    (3) 

 
1

( , , )
G

V

z z x y z dxdydz
m

=   . 
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Για δ(x, y, z) = c σταθερό οι τελευταίοι τύποι γίνονται 

  =
V

G dxdydzx
m

x
1

,   =

V

G dxdydzy
m

y
1

,   =

V

G dxdydzz
m

z
1

   (4) 

όπου το m αντικαθίσταται από τους τύπους (1) ή (2) κατά περίπτωση. 

3. Η ροπή αδράνειας του στερεού δίνεται απ’ τους τύπους: 

i) ως προς τον Ox:       ( )2 2
( , , )

x

V

I y z x y z dxdydz= +  

ii) ως προς τον Oy:       ( )2 2
( , , )

y

V

I x z x y z dxdydz= +   

iii) ως προς τον Oz:       ( )2 2
( , , )

z

V

I x y x y z dxdydz= +             (5) 

iv) ως προς την αρχή Ο: ( )2 2 2
( , , )

O

V

I x y z x y z dxdydz= + +  

v) ως προς το επίπεδο Oxy:    2
( , , )

xy

V

I z x y z dxdydz=   

vi) ως προς το επίπεδο Oyz:    2
( , , )

y z

V

I x x y z dxdydz=   

vii) ως προς το επίπεδο Ozx:    2
( , , )

z x

V

I y x y z dxdydz=   

Παραδείγματα 

1) Να βρεθούν οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους της μάζας ομογενούς ημι-

σφαίριου με πυκνότητα δ(x, y, z) = σταθερή και ακτίνα α. 

Λύση 

Επειδή το ημισφαίριο έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα z, το κέντρο βάρους του θα 

βρίσκεται πάνω σ’ αυτόν (δηλαδή 0== GG yx ).  

Ως γνωστό, 3

3

2
δ == cVm  ( 3

3

4
 =ίV ). Άρα 

  ===

VV

G zdxdydzzdxdydz
m

z
3

2

31



   =

−

−−=

−−

=

=











 x

x

xy

yx

z

zdzdydx

22

22

222

0
3

2

3
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Για την επίλυσή του χρησιμοποιούμε τις σφαιρικές συντεταγμένες 

 ,  ,    x y z  = = =   

με  2 2
J    = − =  και όρια μεταβολής: 0  θ  2π, 0  φ  π/2, 0  ρ  α  

 
4

2
2 2

3 0 0 0

3

2 4
G

x d d d
 

  


     

 = = =
=    =    

 
4

2
2

3 0 0

3

2 4
d d



 


  

 = =
=  =   

  
2 2

2 2
0

0 0 0

3 1 1 3
(2 ) (2 ) - 2

8 2 2 32
d d d

  

  

 
      

 = = =
=  =  =    

  
2

0

3 3
( 1 1)

32 8
d






 

 =
=  − − − = . 

Επομένως οι συντεταγμένες του Κ. Β. είναι )83,0,0( a . 

2) Να βρεθεί το κέντρο μάζας του πρώτου ογδοημόριου της ομογενούς σφαίρας 

0,
2222

=++ aazyx . 

Λύση 

Επειδή η σφαίρα είναι ομογενής είναι czyx =),,(  σταθερή, άρα  

 =
D

dxdydzcm  και επειδή ο όγκος σφαίρας είναι 3

3

4
=V  έχουμε  

 33

6

1

3

4

8

1
 ccm ==   

Η τετμημένη του Κ. Β. της μάζας δίνεται από τον τύπο 

  ===
DDD

G xdxdydzxdxdydz

c

c
xcdxdydz

m
x

3
3

6

6

1

1




 

Χρησιμοποιώντας σφαιρικές συντεταγμένες έχουμε 

  20,20,0/),,(  =D . Έτσι, 

  2

3

6
G

D

x d d d     


=  =  
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2 2

3 2

3 0 0 0

6
d d d

  

  
      

 = = =

  = =
        

4

3

6 3
1

4 4 8

  


=    =  

Ανάλογα βρίσκουμε ότι  

 2

3 3

6 6
G

D D

y ydxdydz d d d     
 

= =  =   

 
4

2 2
3 2

3 30 0 0

6 6 3
1

4 4 8
d d d

  

  

  
       

 = = =

  = =    =
        

 
8

36
3




== 

D

G zdxdydzz . Άρα 








8

3
,

8

3
,

8

3 
K . 

3) Να υπολογιστεί η μάζα μιας σφαίρας ακτίνας α, αν η πυκνότητά της μετα-

βάλλεται αντιστρόφως ανάλογα προς το τετράγωνο της απόστασης απ’ το κέντρο. 

Λύση 

Η απόσταση ενός σημείου Ρ απ’ το κέντρο της σφαίρας Ο είναι  

 2222
ρ zyx ++= .  Άρα   

 
2 2 2 2

( , , )
k k

x y z
x y z




= =
+ +

. 

Επομένως η μάζα m γίνεται 

  ++
=

V

dxdydz
zyx

k
m

222
. 

Χρησιμοποιώντας σφαιρικές συντεταγμένες, όπως και πριν, με όρια μεταβολής: 

  0  θ  2π,  0  φ  π,  0  ρ  α  βρίσκουμε 

 
2 2

2

20 0 0 0 0

k
m d d d ka d d

    

    
       

= = = = =
=  = =      

  
2 2

0
0 0

2 4ka d ka d ka
 

   − = =  . 



 

226 

 

 4) Η πυκνότητα του τόπου D που περικλείεται από τα επίπεδα 0=x , 0=y  και 

0=z  καθώς και το επίπεδο 1=++ zyx  είναι 0,),,( = kkxzyx . Να βρεθούν συ-

ναρτήσει του k:  

 α) η μάζα m του στερεού,  

 β) το κέντρο βάρους του (Κ. Β.) και  

 γ) η ροπή αδράνειάς του ως προς το επίπεδο Oyz. 

Λύση 

 α) Το επίπεδο 1=++ zyx  τέμνει το 0=z  κατά την ευθεία 1=+ yx  (λύση 

του συστήματος των εξισώσεων των επιπέδων). Άρα ο τόπος D είναι (βλέπε παρά-

δειγμα 3 της 4.9.) 

   yxzxyxzyxD −−−= 10,10,10/),,( . 

Η μάζα του στερεού δίνεται απ’ τον τύπο ( , , )
D D

m x y z dxdydz kx dxdydz= =   .  

  =










==   

− −−1

0

1

0

1

0
dxdykxdzdxdydzkxm

x yx

D

 

  =







−−=





 −−=

−
−

  dx
y

yxxkdxdyyxxk

x
x

1

0

1

0

2
1

0

1

0 2
)1()1(  

  .
242

)1(

2

)1(
)1(

1

0

2
1

0

2
2

 =
−

=






 −
−−=

k
dx

x
xkdx

x
xxk  

 β) Οι συντεταγμένες του Κ. Β. είναι (τύπος (3) της 4.11) 

  



  

=
−

=

=










==

− −−

1

0

2
2

1

0

1

0

1

0

2

5

2

2

)1(
24

24

11

dx
x

x

dxdydzkx
k

dxdydzkxx
m

x
x yx

D

G

 

  =










==   

− −−1

0

1

0

1

024

11
dxdykxydz

k
dxdydzkxy

m
y

x yx

D

G  

  



 

=
−

=

=







−−=





 −−=

−
−

1

0

3

1

0

1

0

32
1

0

1

0

5

1

6

)1(
24

32
)1(24)1(24

dx
x

x

dx
yy

xxdxdyyxxy

x
x
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  =










==   

− −−1

0

1

0

1

024

11
dxdykxzdz

k
dxdydzkxz

m
z

x yx

D

G  

  =






 −−
−=








−−=

−
−

  dx
yx

xdxdyyxx

x
x

1

0

1

0

3
1

0

1

0

2

3

)1(
12)1(

2

1
24  

   =−=
1

0

3

5

1
)1(4 dxxx  

Επομένως το Κ. Β. του στερεού είναι το σημείο )
5

1
,

5

1
,

5

2
(G . 

 γ) Η ροπή αδράνειας του στερεού ως προς το επίπεδο Oyz είναι (τύπος (5)) 

 

.
1202

)1(

2
)1(

)1(),,(δ

1

0

2
3

1

0

1

0

2
3

1

0

1

0

322



 

=
−

=







−−=

=




 −−===

−

−

k
dx

x
xkdx

y
yxxk

dxdyyxxkdxdydzkxxdxdydzzyxxI

x

x

DD

zy

 

5) Να βρεθεί το κέντρο βάρους της μάζας ενός ορθού κυλίνδρου ακτίνας r και 

ύψους h, αν η πυκνότητα μεταβάλλεται ανάλογα με την απόσταση απ’ τη βάση. 

Λύση 

Η πυκνότητα είναι δ(x, y, z) = kz. Επομένως η μάζα είναι 

   ==

V V

dxdydzkzdxdydzzyxm ),,δ(   

Χρησιμοποιούμε κυλινδρικές συντεταγμένες x =ρσυνθ, y = ρημθ, z = z με όρια μετα-

βολής  0  θ  2π,  0  ρ  r,  0  z  h  και  J = ρ. Έτσι έχουμε 

2
θ

22
ρρρ

2
θρρ

22
π2

0

22
2π

0 0ρ

2
2π

0 0 0

rhk
d

rkh
dd

kh
ddzdkzm

rr h

z



 
====     = == = =

. 

Προφανώς το κέντρο βάρους του κυλίνδρου λόγω συμμετρίας θα βρίσκεται πάνω 

στον άξονα των z  ( 0, =GG yx ). Είναι 

  ===

V V

G dxdydzkz
rhk

dxdydzzzyx
m

z
2

22

2
),,(δ

1


 

===     = == = =

π2

0 0
2

π2

0 0 0

2

22
θρρ

3

2
θρρ

2

   

rr h

z

dd
r

h
ddzdkz

rhk
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3

2
2

23

2
θ

23

2
2

2

2

0

2

2

hr

r

h
d

r

r

h
===  =








. 

Επομένως οι συντεταγμένες του Κ. Β. του ορθού κυλίνδρου είναι ( )32,0,0 h . 

 6) Σε μια σφαίρα με ακτίνα 1=R  έχει κατανεμηθεί η μάζα της με πυκνότητα 

2
1

1




+
=  σε απόσταση ρ από το κέντρο της. Να βρεθεί η συνολική μάζα της. 

 Λύση 

Ως αρχή του συστήματος συντεταγμένων παίρνουμε το κέντρο της σφαίρας. Η συνο-

λική μάζα m που έχει κατανεμηθεί στη σφαίρα δίνεται απ’ τον τύπο 

 
D

dxdydzzyx ),,(  όπου 
2

1

1
),,(




+
=zyx . 

 Προφανώς χρησιμοποιούμε τις σφαιρικές συντεταγμένες ρ, θ, φ οι οποίες ορί-

ζουν τον τόπο D ως εξής 

  ( ) , , / 0 1, 0 2 , 0D        =       .  

Επομένως 

 2

2

1
( , , )

1
D D

x y z dxdydz d d d     


= =
+   

 
2 1

2

20 0 0

1

1
d d d

 

    


  
=   

+  
    

Υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα  

 
2 2

1 1 1 1 1

2 2 2 20 0 0 0 0

1 1 1 1
(1 )

1 1 1 1
d d d d d

 
    

   

+ −
= = − = − =

+ + + +      

    
1 1

0 0
1 ( 1 0) 1

4


    = − = − − = −  

Άρα   ( )  ( ) .441)11(2412
2

0 


−=−−−−=−−=m  

Ασκήσεις 

1) Η πυκνότητα μιας σφαίρας ακτίνας R με κέντρο την αρχή των αξόνων είναι 

,),,(  kzyx =  k > 0 σταθερή και   η απόσταση από το κέντρο της. Να βρεθούν συ-
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ναρτήσει του k: α) η μάζα m της σφαίρας και β) η ροπή αδράνειάς της ως προς το ε-

πίπεδο Oxy. (Υπόδειξη: Να χρησιμοποιηθούν σφαιρικές συντεταγμένες). 

(Απάντηση: α) 4
Rkm = , β) 

9

2
6
Rk

I xy


= ) 

2) Να βρεθεί η μάζα του τόπου που ορίζεται από τις σχέσεις 

4
222
++ zyx , 0,0,0  zyx , αν η πυκνότητα είναι xyzzyx =),,(  (Απ. 

3

4
) 

3) Να βρεθεί ο όγκος και το κέντρο βάρους του τόπου που ορίζεται από το επί-

πεδο 1=++  zyx , με 0,0,0  zyx  όπου  ,,  είναι οι συντεταγμένες 

επί την αρχή του επιπέδου. (Απάντηση: ,6=V  
4


=Gx , 

4


=Gy , 

4


=Gz ) 

4) Να βρεθεί το κέντρο βάρους ενός ημισφαιρικού κελύφους που έχει εξωτερι-

κή ακτίνα α και εσωτερική ακτίνα β, αν η πυκνότητά του διατηρείται σταθερή. 

(Απάντηση: 0== GG yx , 
33

44

8

3





−

−
=Gz ) 
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Γ.  ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

4.12  Ορισμοί 
Στους ορισμούς του διπλού και τριπλού ολοκληρώματος, όπως είδαμε, (αλλά 

και του απλού βεβαίως), πρέπει η συνάρτηση να είναι φραγμένη και η αντίστοιχη πε-

ριοχή να είναι επίσης φραγμένη. 

Θυμίζουμε ότι μια συνάρτηση ),,( zyxf  ή ),( yxf  ή )(xf είναι φραγμένη σε 

μια περιοχή Α του 3
R  ή του 2

R  ή του R, αν δεν απειρίζεται στην Α. Επίσης μια πε-

ριοχή Α του 
3
R  ή του 

2
R  ή του R είναι φραγμένη, αν η απόσταση δύο οποιωνδήποτε 

σημείων της 
21, PP  είναι πεπερασμένος αριθμός, δηλαδή αν υπάρχει RM  , τέτοιος 

ώστε  (βλέπε παράγρ. 2.1.2.1.) 

 MPPd ),( 21
για κάθε APP 21 , . 

Όταν δεν ισχύουν οι περιορισμοί αυτοί που θέσαμε, τότε τα ολοκληρώματα που 

ορίζονται λέγονται γενικευμένα ολοκληρώματα. Δηλαδή, στα γενικευμένα ολοκλη-

ρώματα, είτε η συνάρτηση δεν είναι φραγμένη στην αντίστοιχη περιοχή, είτε η περιο-

χή η ίδια δεν είναι φραγμένη.  

Υπάρχουν λοιπόν τα εξής είδη γενικευμένων ολοκληρωμάτων: 

1.  Φραγμένης συνάρτησης σε μη φραγμένη περιοχή, 

2.  Μη φραγμένης συνάρτησης σε φραγμένη περιοχή, και 

3.  Μη φραγμένης συνάρτησης σε μη φραγμένη περιοχή. 

Τα πρώτα ολοκληρώματα ονομάζονται γενικευμένα 1ου είδους, τα δεύτερα γε-

νικευμένα 2ου είδους και τα τρίτα γενικευμένα 3ου είδους. 

 Παραδείγματα 

1) Το ολοκλήρωμα 


1 2
x

dx
 είναι γενικευμένο ολοκλήρωμα 1ου είδους γιατί η περιοχή 

που ορίζεται [1, ∞) είναι μη φραγμένη. 

2) Το ολοκλήρωμα − −

5

5 2
2x

dx
 είναι γενικευμένο ολοκλήρωμα 2ου είδους γιατί η συ-

νάρτηση )2(1
2
−x είναι μη φραγμένη (απειρίζεται στα σημεία 2 ). 
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3) Το ολοκλήρωμα 


−

−

x

dxe
x

 είναι γενικευμένο ολοκλήρωμα 3ου είδους γιατί και συ-

νάρτηση είναι μη φραγμένη (δεν ορίζεται στο σημείο 0=x ) και η περιοχή που ορίζε-

ται (– ∞, ∞) δεν είναι φραγμένη. 

4) Το ολοκλήρωμα dxdy
yx

D

 +
22

1
 όπου  1/),(

22
+= yxyxD  είναι γενικευμένο 

ολοκλήρωμα 2ου είδους, γιατί η συνάρτηση )(1),(
22
yxyxf +=  απειρίζεται στο ση-

μείο D)0,0( . 

5) Το ολοκλήρωμα dxdy
yx

yx

D

 −

+
22

 όπου  11,10/),( −= yxyxD  είναι γε-

νικευμένο ολοκλήρωμα 2ου είδους, γιατί η συνάρτηση 
yx

yx
yxf

−

+
=

22

),(  απειρίζεται 

κατά μήκος της ευθείας 0=− yx , η οποία διασχίζει την περιοχή D. 

6) Το ολοκλήρωμα  +
D

yx

dxdy

)ln(
22

 όπου  41/),(
22
+= yxyxD  είναι επίσης ο-

λοκλήρωμα 2ου είδους, γιατί η συνάρτηση 
)ln(

1
),(

22
yx

yxf
+

=  δεν ορίζεται πάνω 

στον κύκλο 1
22
=+ yx , ο οποίος ανήκει στην περιοχή D. 

4.13  Επίλυση γενικευμένων ολοκληρωμάτων 

Όλα τα ολοκληρώματα που αναφέραμε πριν θεωρούνται γενικευμένα ολοκλη-

ρώματα υπό τον όρο ότι υπάρχουν (είναι πεπερασμένα). Μόνο τότε ορίζονται ως γε-

νικευμένα. Ο υπολογισμός αυτών είναι γενικά πολύπλοκος και περιέχει πολλές περι-

πτώσεις ανάλογα με τη μορφή της συνάρτησης και το είδος της περιοχής. 

Εμείς θα αναφέρουμε δύο περιπτώσεις ορισμού και υπολογισμού αυτών.  

1η περίπτωση:  

Ολοκληρώματα φραγμένων συναρτήσεων σε μη φραγμένα σύνολα 

Έστω η συνάρτηση 0),( yxf  που ορίζεται σ’ ένα σύνολο D μη φραγμένο. Υποθέ-

τουμε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστή περιοχή DD 1
 και επομένως, αν 
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με μια βοηθητική καμπύλη c αποκόψουμε από το D μια κλειστή περιοχή
1D , τότε υ-

πάρχει το ολοκλήρωμα  

 
1

),(
D

dxdyyxf .  

Αν θεωρήσουμε οποιαδήποτε ακολουθία καμπύλων 
nccc ...,,, 21
 όπου n → ∞, δη-

μιουργώντας την αντίστοιχη ακολουθία κλειστών περιοχών 
nDDD ...,,, 21
 που περι-

κλείονται απ’ αυτές, όπου 
n

D D→ , τότε το όριο του ολοκληρώματος (1) εφόσον υ-

πάρχει και είναι πεπερασμένος αριθμός λέγεται γενικευμένο ολοκλήρωμα της f στο μη 

φραγμένο σύνολο (περιοχή) D και συμβολίζεται με 
D

dxdyyxf ),(   

 δηλαδή είναι:  →
=

nD
n

D

dxdyyxfdxdyyxf ),(lim),( .                                (1) 

2η περίπτωση:  

Ολοκληρώματα με μη φραγμένη συνάρτηση σε μια κλειστή περιοχή D. 

Έστω η συνάρτηση 0),( yxf  η οποία δεν είναι φραγμένη στην περιοχή ενός ση-

μείου DP 0
, όπου D κλειστή περιοχή. Υποθέτουμε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη σε 

κάθε κλειστή περιοχή DD 1
 που δεν περιέχει το 

0P . Περικλείουμε το σημείο 
0P  σε 

μια κλειστή καμπύλη c. Αν από την D αφαιρέσουμε το τμήμα που περικλείεται από 

την c, προκύπτει μια κλειστή περιοχή 
1D  για την οποία το διπλό ολοκλήρωμα  

 
1

),(
D

dxdyyxf  

υπάρχει. Αν ρ είναι η απόσταση του σημείου 
0P  από την καμπύλη c, τότε το όριο 

 →

1

),(lim
0
D

dxdyyxf


                                                                             (2) 

εφόσον υπάρχει και είναι πεπερασμένος αριθμός λέγεται γενικευμένο ολοκλήρωμα της 

μη φραγμένης συνάρτησης f στην περιοχή D και συμβολίζεται με 
D

dxdyyxf ),(  

 δηλαδή είναι:  →
=

1

),(lim),(
0
DD

dxdyyxfdxdyyxf


. 
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 Παραδείγματα 

 1) Να υπολογιστεί το γενικευμένο ολοκλήρωμα  

   ++
=

D
yx

dxdy
I

2322
)1(

, όπου 
2
RD =  (μη φραγμένο σύνολο) 

 Λύση 

Το ολοκλήρωμα Ι γράφεται και ως 

 


−



− ++
=

2322
)1( yx

dxdy
I . 

Προφανώς η συνάρτηση 2322
)1(1),( yxyxf ++=  είναι 

ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστή περιοχή 2

1 RD  . Θεω-

ρούμε την ακολουθία των πραγματικών αριθμών (
n ) με 

+=
→

n
n

lim  και την ακολουθία των κλειστών περιοχών 

(
nD ) (βλέπε διπλανό σχήμα), όπου  

   */),(
2222

NnyxRyxD nn +=  . 

Επειδή για κάθε *
Nn η περιοχή 

nD  είναι κλειστή, το ολοκλήρωμα  

  ++
=

nD

n
yx

dxdy
I

2322
)1(

 υπάρχει.  

Άρα (1η περίπτωση), το γενικευμένο ολοκλήρωμα Ι υπάρχει, όταν υπάρχει το όριο 

 
nI

n →
lim  και τότε είναι 

nII
n →

=

lim . 

Με μετασχηματισμό σε πολικές συντεταγμένες η περιοχή 
nD  γίνεται 

   *0,/),(
2

NnRD nn −=   και 

 =








+



=

+
=  −



n

n

d
d

dd
I

D

n



 








0 232232
)1()1(

 

 
2

0

212

1

2
2

21

)1(

2

1
2

n

n











+
−=









−

+
=

−

 

 Άρα 






2

1

2
2limlim

2
=















+
−==

→→

n

n
nn

II . 



 

234 

 

 2) Να υπολογιστεί το γενικευμένο ολοκλήρωμα 

   +=
D

dxdyyxI )ln(
22 , όπου  1/),(

222
+= yxRyxD  

 Λύση 

Η )ln(),(
22
yxyxf +=  στην περιοχή D απειρίζεται 

μόνο στο σημείο (0, 0) του D.  

Θεωρούμε την ακολουθία των περιοχών του επιπέ-

δου (βλέπε διπλανό σχήμα) 

*1
1

/),(
222

Nnyx
n

RyxDn 








+=  

η οποία ακολουθία τείνει στην περιοχή D όταν το n 

→ ∞. Προφανώς η f είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε μία τέτοια περιοχή. Υπολογίζουμε 

το ολοκλήρωμα Ι στις περιοχές 
nD  χρησιμοποιώντας πολικές συντεταγμένες και η 

περιοχή 
nD  γίνεται 

 *1
1

,/),(
2

Nn
n

RDn 








−=   και άρα 

=






















==   −










ddddI

nD

n

n

1

1

2
2

2
ln2ln  

















−−=

















−







=  22

1

1

2
1

1

2
1

1
4

1
ln

2

1
4

1

2
ln

2
22

n
n

n
d

n
n








 . 

Επομένως  

 















−−=
















−−=

→→→→ 2222

1
lim1

4

1ln
lim

2

1
4

1
1

4

1
ln

2

1
4limlim

nn

n

n
n

n
I

nnn
n

n
  

Είναι όμως (κανόνας L’ Hospital)  

 0
1

lim
2

1

2

1

lim
ln

lim
22
===

→→→ nn

n

n

n

nnn
. Άρα 

  −=







−−=

→
)01(

4

1
0

2

1
4lim

2

n
n

I . 

Επομένως −==+=
→ n

n
D

IdxdyyxI lim)ln(
22

. 
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 3) Να υπολογιστεί (αν υπάρχει) το γενικευμένο ολοκλήρωμα 

   dxdy
yx

D

 −−
2

)1(

1
,  

όπου D είναι η περιοχή που περικλείεται από την ευθεία 1=+ yx  και τους άξονες. 

 Λύση 

Προφανώς η περιοχή D γράφεται  

 xyxyxD −= 10,10/),( . 

Επίσης, η συνάρτηση 2
)1(1),( yxyxf −−=  

απειρίζεται κατά μήκος της ευθείας 

01=−+ yx , η οποία ανήκει στον D. 

 Θεωρούμε την ακολουθία περιοχών 

του επιπέδου (βλέπε διπλανό σχήμα) 

  *
1

10,10/),( Nn
n

xyxyxDn 








−−=  

η οποία τείνει στην περιοχή D για n → ∞, όπου η f είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε μία 

τέτοια περιοχή. Υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα Ι στις περιοχές 
nD . Είναι 

=













−−
=

−−
=   

− −−

nD

n n
x

n dxdy
yx

dxdy
yx

I

1
1

0

1
1

0 22
)1(

1

)1(

1
 

  nnx
n

ndx
x

ndx
yx

nnn
n

x

y

ln1)1ln(
1

1
1

1

1

1
1

1

0

1
1

0

1
1

0

1
1

0

−−=−+







−=









−
−=









−−
=

−−−
−−

=

  

οπότε +=−−+=







−−=−−=

→→→
)001(

ln1
1lim)ln1(limlim

n

n

n
nnnI

nn
n

n
 

(διότι 0
1

1
lim

)(ln
lim

ln
lim ==




=

→→→

n

n

n

n

n

nnn
).  

 Άρα +=
−− dxdy
yx

D

2
)1(

1
, δηλαδή το ολοκλήρωμα δεν υπάρχει. 

4) Να υπολογιστεί το γενικευμένο ολοκλήρωμα dxdy
x

y

D


−

+
3

)1(

1
,  
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όπου  10,10/),( = yxyxD . 

 Λύση 

Η 
3

)1(

1
),(

−

+
=
x

y
yxf  στην περιοχή D απειρίζεται κατά μή-

κος της ευθείας 1=x , η οποία ανήκει στην περιοχή D. 

Θεωρούμε την ακολουθία περιοχών του επιπέδου  

 *10,
1

10/),( Nny
n

xyxDn 








−=  

(βλέπε διπλανό σχήμα) η οποία τείνει στην D για n → ∞, όπου η f είναι ολοκληρώσι-

μη σε κάθε τέτοια περιοχή. Υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα Ι στις
nD . Είναι 

 =













−
+=

−

+
=   

−

nD

n
n dx

x
dyydxdy

x

y
I

1

0

1
1

0 33
)1(

1
)1(

)1(

1
 

 )1(
4

3

2

3

)1(

1

2

1 2

1
1

0

2
−−=









−−
=

−

n
x

n

 

οπότε −=







−−=

→→
)1(

4

3
limlim

2
nI

n
n

n
, επομένως −==

−

+

→ n
n

D

Idxdy
x

y
lim

)1(

1
3

, 

δηλαδή το αρχικό γενικευμένο ολοκλήρωμα δεν υπάρχει. 

 5) Να υπολογιστεί συναρτήσει του k το γενικευμένο ολοκλήρωμα  


−−

D

k
dxdy

yx )1(

1
22

, όπου  10και1/),(
222

+= kyxRyxD . 

 Λύση 

Η 
k

yx
yxf

)1(

1
),(

22
−−

=  απειρίζεται πάνω στον 

κύκλο 1
22
=+ yx , ο οποίος ανήκει στην περιοχή D. 

Θεωρούμε την ακολουθία περιοχών του επιπέδου  

 

*
1

10/),(
22

Nn
n

yxyxDn 








−+= ,  
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(βλέπε διπλανό σχήμα) η οποία τείνει στην περιοχή D για n → ∞, όπου η f είναι ολο-

κληρώσιμη σε κάθε τέτοια περιοχή και υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα στις 
nD  χρησι-

μοποιώντας πολικές συντεταγμένες, οπότε η νέα ακολουθία περιοχών είναι 

 *,20,
1

10/),( Nn
n

Dn 








−=  , οπότε 

   =−
−









−=














−
=

−
−

−

 
nkn

kn
k

ddI

1
1

0

12
2

0

1
1

0 2
)1(

1

1

2

1
2

)1(

1






 

 











−








−−

−
=

−

−

k

k

nk

1

1

2
1)

1
1(1

1


 

Επομένως, 

 
1

1)
1

1(1lim
1

lim

1

2

−
=












−








−−

−
==

−

→→ knk
II

k

n
n

n


. 

 6) Να υπολογιστεί το γενικευμένο ολοκλήρωμα dxdy
y

e

D

x


+

−

1
,  

όπου  01και11/),(
2

−−= yxRyxD . 

 Λύση 

Επειδή η 
y

e
yxf

x

+
=

−

1
),(  απειρίζεται μόνο κα-

τά μήκος της ευθείας 1−=y , η οποία ανήκει 

στην περιοχή D, θεωρούμε την ακολουθία των 

περιοχών του επιπέδου (βλέπε διπλανό σχήμα), 

οπότε: 

*0
1

1και11/),(
2

Nny
n

xRyxDn 








+−−=  

η οποία τείνει στην περιοχή D για n → ∞, όπου η f είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε μία 

τέτοια περιοχή και υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα της f στις περιοχές 
nD . Είναι 

    







−








−=+−=

+
=

+
=

+−
−

−

− +−

−
−

 
ne

eye
y

dy
dxedxdy

y

e
I

n

x

n

x

D

x

n

n

1
1

1
212

11

0

1
1

1

1

1

1

0

1
1
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 οπότε 







−=
















−








−=

→→ e
e

ne
eI

n
n

n

1
2

1
1

1
2limlim . 

 Άρα 







−==

+ →

−

 e
eIdxdy

y

e
n

n
D

x
1

2lim
1

. 

 7) Να υπολογιστεί (αν υπάρχει) το γενικευμένο ολοκλήρωμα 


+−

D

yx
dxdye

)(
22

, όπου 2
RD = , δηλαδή ολόκληρο το επίπεδο xOy, και στη συνέχεια 

να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
+

−

−
dxe

x
2

. 

 Λύση 

Η περιοχή D δεν είναι φραγμένη και γράφεται αναλυτικά 

 

 +−+−= yxRyxD και/),(
2 . 

Θεωρούμε την ακολουθία των πραγματικών αριθμών (
n ) 

με +=
→

n
n

lim  και την ακολουθία των κλειστών περιοχών 

(
nD ) όπου (βλέπε διπλανό σχήμα) 

   */),(
2222

NnyxRyxD nn +=  . 

Με μετασχηματισμό σε πολικές συντεταγμένες η περιοχή 
nD  γίνεται 

   *0,20/),(
2

NnRD nn =    

η οποία τείνει στην περιοχή D για 
n → ∞, και η f είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε μία 

τέτοια περιοχή και υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα της f στις περιοχές 
nD . Είναι 

 

  ).1(
2

1
2

22

222

0

2

0

2

0 00

n
n

n

nn

ee

dedddeddeI
D

n






  









−−



−−−

−=







−=

==




==    

 

Επομένως 



=−=

−

→→
)1(limlim

2
n

nn

eIn . 

 Άρα 


==
→

+−

 n

D

yx
Idxdye

n

lim
)(

22

. 

Επειδή 
2222

)( yxyx
eee
−−+−

= , το τελευταίο ολοκλήρωμα γράφεται: 
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 
+

−

−
+

−

−+−
== dyedxedxdye

yx

D

yx
2222

)(
. 

Επιπλέον δε είναι 
+

−

−
+

−

−
= dyedxe

yx
22

, άρα η τελευταία σχέση γίνεται: 

 =






+

−

−
2

2

dxe
x

, άρα =
+

−

−
dxe

x
2

. 

 8) Να υπολογιστεί (αν υπάρχει) το γενικευμένο ολοκλήρωμα 

 −
D

yx

dxdy
32

)(
,  

όπου D η περιοχή που περικλείεται από τις ευθείες xyy == ,0  και 1=x . 

 Λύση 

Από τις ευθείες προκύπτει ότι η περιοχή 

  xyxRyxD = 0,10/),(
2   

είναι το τρίγωνο ΟΑΒ (βλέπε διπλανό σχήμα). Η 

συνάρτηση 32
)(1),( yxyxf −=  δεν είναι φραγ-

μένη στην ευθεία xy = , αλλά είναι φραγμένη σε 

κάθε κλειστή περιοχή DD 1
 που δεν περιέχει σημεία της ευθείας xy = . Θεωρούμε 

την ακολουθία των περιοχών του επιπέδου 

 *
1

0,1
1

/),(
2

Nn
n

xyx
n

RyxDn 








−=  

η οποία τείνει στην περιοχή D για n → ∞, όπου η f είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε μία 

τέτοια περιοχή και υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα της f στις περιοχές 
nD . Είναι  

 =










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


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−−
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  dx
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1
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   =



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


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




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

















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−
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0
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3
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1
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n
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xdx
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
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  Άρα 
4

91

4

31
3

4

9
limlim

)(

3431

32
=






















+








−==

− →→ nn
I

yx

dxdy

n
n

n
D

. 

 9) Να υπολογιστεί (αν υπάρχει) το γενικευμένο ολοκλήρωμα 


+−

+
D

yx
dxdyeyx

)(
)( , όπου D είναι το 1ο τεταρτημόριο του επιπέδου xOy. 

 Λύση 

Η περιοχή D δεν είναι φραγμένη και η συνάρτηση )(
)(),(

yx
eyxyxf

+−
+=  είναι ολο-

κληρώσιμη σε κάθε κλειστή περιοχή DD 1
. Θεωρούμε την ακολουθία των περιο-

χών του επιπέδου (βλέπε διπλανό σχήμα) 

   *0,0/),(
2

NnnynxRyxDn =  

η οποία τείνει στην περιοχή D για n → ∞. Δηλαδή η περιοχή 

nD  αποτελείται από όλα τα συνοριακά σημεία του τετραγώ-

νου με πλευρές nyynxx ==== ,0,,0 . Είναι 

=+=+= 
−−−−+−

nn D

yxyx

D

yx

n dxdyeyeexedxdyeyxI )()(
)(

 

 .
0000 








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








= 
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n

y
n

x
n

y
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x
dyyedxedyedxxe  

Αλλά 

  
−−−−−−−

+−=−−=+−=−=
xxxxxxx

exexedxexeexddxxe )1()( , 

και    nnx
n

x
enexdxxe
−−−

+−=+−= )1(1)1(
0

0
, 

παρόμοια 

 n
n

x
n

y
endxxedyye
−−−

+−==  )1(1
00

, και 
−−−

−==
n

ny
n

x
edyedxe

00
1 . 

Επομένως,  

     





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

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 +
−=+−−+−+−=

−−−−

nn

nnnn

n
ee

n
eneeenI

1
1

1
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Και επειδή (κανόνας L’ Hospital) 

 0
1

lim
1

lim ==
+

→→ nnnn ee

n
, έχουμε  2)01)(01(2lim =−−=

→
n

n
I . Άρα 
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 2lim)(
)(

==+
→

+−

 n
n

D

yx
Idxdyeyx . 

 10) Να υπολογιστεί (αν υπάρχει) το γενικευμένο ολοκλήρωμα 


D

x
ye

dxdy
, όπου  21,0/),(

2
= yxRyxD . 

 Λύση 

Το σύνολο (περιοχή) D είναι λωρίδα του διπλανού 

σχήματος το οποίο προφανώς είναι μη φραγμένο. 

Η συνάρτηση είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλει-

στή περιοχή DD 1
. Σχηματίζουμε την ακολου-

θία των περιοχών του επιπέδου 

  *21,0/),(
2

NnynxRyxDn =

 

η οποία τείνει στην περιοχή D για n → ∞ (βλέπε διπλανό σχήμα). Τότε έχουμε 

     =−=


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
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
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






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ee

1
1)12(2)222(

1
1 . Και τελικά 

 ).12(2)01)(12(2lim −=−−==
→ n

n
D

x
I

ye

dxdy
 

 11) Να υπολογιστεί (αν υπάρχει) το γενικευμένο ολοκλήρωμα 


D x

ydxdy
, όπου  10,10/),(

2
= yxRyxD . 

 Λύση 

Εδώ η περιοχή D είναι κλειστή και είναι το τετράγωνο ΟΑΒΓ (βλέπε διπλανό σχήμα). 

Η συνάρτηση
x

y
yxf =),(  δεν είναι φραγμένη πάνω στην ευθεία 0=x  (πλευρά Ο-

Γ), είναι όμως φραγμένη σε κάθε κλειστή περιοχή DD 1  που δεν περιέχει σημεία 

της 0=x . 
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Σχηματίζουμε λοιπόν την ακολουθία των περιοχών του επιπέδου 

 *10,1
1

/),(
2

Nnyx
n

RyxDn 








=  

η οποία τείνει στην περιοχή D για n → ∞. Έτσι έχουμε 

   n
y

xydy
x

dx

x

ydxdy
I n

nD

n

n

−=







=














==  1

2
2

1
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1

1

1

0

1

1 . 

 Άρα 1)1(limlim =−==
→→ nI

x

ydxdy

n
n

n
D

. 

 Ασκήσεις 

 Να υπολογιστούν (αν υπάρχουν) τα γενικευμένα ολοκληρώματα στην πε-

ριοχή D που αναγράφεται δίπλα τους: 

 1)  +
D

yx

dxdyx
2322

2

)(
:  1/),(

222
+= yxRyxD . (Απάντηση: =I ), 

 2) 
D

yx
dxdye :  10,0/),(

22
= yyxRyxD . (Απ.: 

2

1
=I ), 

 3)  ++
D

k
yx

dxdy

)1(
22

: 
2
RD =  και k > 0. (Απ.: 









+


−=

1για,

1για,
1

k

k
kI



), 

 4) 
−D y

ydxdy

4




: όπου D η περιοχή που περικλείεται από τις ευθείες 0=x , 

0=y , 
4


=+ yx . (Απάντηση: 2ln=I ). 


